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Hinweis: 

In diesem Worksheet werden viele bisher benötigten Prozeduren und Formeln zusammengefasst.

Wie immer bei Prozeduren gilt, dass sie sehr schön sind, wenn sie gut funktionieren, man sich aber besser doch nicht auf sie verlässt. Also: keine Garantie für vollständige Funktionstüchtigkeit.

Vorsicht:  Die Aufrufe „with(plots):“ , „with(student):“ und „with(linalg):“ die in einigen Prozeduren verwendet werden, funktionieren auf dem Cassiopeia nicht und müssen z.B. durch „_w(plots):“ , „_w(student)“ und „_w(linalg):“ ausgetauscht werden. Dies basiert auf folgendem Befehl in der Maple-ini-Datei: "_w:=proc() with(args) end: " 

Analysis
A) Prozeduren zu Kurvendiskussionen:

Zur Erinnerung:

An einem Maximum hat die erste Ableitung eine Nullstelle (notwendige Bedingung) und die zweite Ableitung ist negativ (hinreichende Bedingung).

An einem Minimum hat die erste Ableitung eine Nullstelle und die zweite Ableitung ist positiv

An einem Wendpunkt hat die zweite Ableitung eine Nullstelle. 

- Einfache Prozedur:

Aufruf der Prozedur z.B. durch: kd(x->x^4-2*x^2-3);

kd:=proc(f) local i; global fs,fss,ns,nullfs,nullfss,extr,wep,pr;  fs:=D(f): fss:=D(fs): ns:='('Nullstellen'[fsolve(f(x),x)])': nullfs:='{fsolve(fs(x),x)}': nullfss:='{fsolve(fss(x),x)}': extr:='(`Kandidaten fuer Extrema`( [nullfs[i],f(nullfs[i]),{fss(nullfs[i])}]$i=1..nops(nullfs)))': wep:='('Wendepunkte'([nullfss[i],f(nullfss[i])]$i=1..nops(nullfss)))': pr:=print(fs,fss,ns,wep,extr); plot(f(x),x=(min(op(nullfs))-2)..(max(op(nullfs))+2)) end;

- Ausführlichere und bessere Prozedur:

Funktion in Funktionsschreibweise eingeben und Aufruf der Prozedurch durch „kudi(f)“.  

_w(plots):

kudi:=proc(f) local i; global fs,fss,nullf,nullfs,nullfss,extr,wep,pw;  Digits:=3; fs:=D(f): fss:=D(fs): nullf:=[fsolve(f(x),x)]: nullfs:={fsolve(fs(x),x)}: nullfss:={fsolve(fss(x),x)}: extr:=[[nullfs[i],f(nullfs[i]),{fss(nullfs[i])}]$i=1..nops(nullfs)]: print(`Funktion`,f(x)); print(`   `); if nullf<>[] then print(`Nullstelle(n) der Funktion bei`,nullf); else print(`keine Nullstellen`); fi; print(`   `); print(`Erste Ableitung`,fs(x)); if fs(x)<>0 and nullfs<>{} then print(plot(fs(x),x=min(op(nullfs))-1..max(op(nullfs))+1)); else  if fs(x)<>0 and nullfs={} and nullfss<>{} then print(plot(fs(x),x=min(op(nullfss))-1..max(op(nullfss))+1)); fi; fi; print(`   `); print(`Zweite Ableitung`,fss(x)); if fss(x)<>0 and nullfss<>{} then print(plot(fss(x),x=min(op(nullfss))-1..max(op(nullfss))+1)); fi; print(`   `); if nullfss={ } or fss=0 then print(`keine Wendepunkte`); else wep:=([nullfss[i],f(nullfss[i])]$i=1..nops(nullfss));print(`Wendepunkt(e)`,wep);  pw:=plot([wep],style=point,symbol=circle,color=navy): fi;  print(`   `); if extr=[ ] then print(`keine Kandidaten für Extrema`) else print(`Kandidaten für Extrema`,extr) fi; print(`   `); for i from 1 to nops(nullfs) do if fss(nullfs[i]) > 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Minimum`)  else if fss(nullfs[i]) < 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Maximum`) else  if fss(nullfs[i]) = 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Wendepunkt`)  fi; fi; fi; od; print(`   `); if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi; if nullf=[ ] then plot(f(x),x=(min(op(nullfs))-1)..(max(op(nullfs))+1)) else if nops(nullfs)>2 then display(plot([seq([nullf[i],0],i=1..nops(nullf))],style=point,symbol=circle,color=blue),plot(f(x),x=(min(op(nullfs))-1)..(max(op(nullfs))+1))); else display(plot([seq([nullf[i],0],i=1..nops(nullf))],style=point,symbol=circle,color=blue),plot(f(x),x=(min(op(nullf))-1)..(max(op(nullf))+1))); fi;  fi; end:
B) Extremwertprobleme mit und ohne Nebenbedingung

Zur Erinnerung:

Aus einer Zielfunktion (Funktion, die unter Einhaltung der Nebenbedingung eine maximalen Wert erreichen soll) und einer Nebenbedingung wird eine neue Funktion aufgestellt, die auf Extrema untersucht wird (x-Wert des Extremums mit den Koordinaten [ x / f(x) ] ist gesuchte Zahl x).  

1) Extremwertprobleme ohne Nebenbedingungen

Berechne den größten Abstand zwischen x^4-x^2 und x^2. 

Schaubild der beiden Funktionen:

plot({x^4-x^2,x^2},x=-1.5..1.5,y=-0.5..3);

Zielfunktion:

fz:=x->x^2-(x^4-x^2);

Mit dieser Funktion muss nun eine Kurvendiskussion durchgeführt werden. 

Ergebnis: Maxima bei [1,1] und [-1,1]

                Minimum bei [0,0]

d.h. für x = +- 1 ist der Abstand von x^4-x^2 und x^2 am größten.

2) Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Die Seiten eines Rechtecks mit dem Umfang von einem Meter sollen so bestimmt werden, dass die Fläche maximal wird.

- Fläche (Zielfunktion):

A:=x*y;

- Umfang (Nebenbedingung):

x+y=1;  

- Auflösen nach y und Einsetzen in A:

y:=solve(x+y=1,y);   ergibt  y := -x + 1

expand(A);   ergibt  -x^2  + x

- Extremauntersuchung von A:

- Ableitung: 

As:=diff(A,x);   ergibt As := -2 x + 1

- Nullstelle der Ableitung ist Extremakandidat:

x:=solve(As,x);   ergibt  x := 1/2

y;   ergibt  1/2

A;   ergibt ¼

unassign('x','y');

- d.h. die maximale Fläche von1/4 m^2 wird für x=0.5m=y erreicht. 

- Aufgaben mit mehreren Nebenbedingungen laufen nach genau dem selben Schema ab. 

ex(Zielfunktion,Nebenbedingung); gibt den x-Wert, den y-Wert und das Ergebnis der Zielfunktion an (Zielfunktion und Nebenbedingung als Terme eingeben / Prozedur ist nicht für mehrere Nebenbedingungen geeignet). 

ex:=proc(z,n) global ys,zs,xm,ym,zm,nullst,pr,pl; ys:=solve(n,y); zs:=subs(y=ys,z); xm:=solve(diff(zs,x)); ym:=subs(x=xm,ys); zm:=subs(x=xm,zs); nullst:={solve(zs,x)}; pr:=print('xm',xm,'ym',ym,'zm',zm); pl:=plot(zs,x=min(op(xm))-4..max(op(xm))+4); end:

C) Durch mehrer Messpunkte soll möglichst gut eine Gerade oder Parabel gezeichnet werden

Zur Erinnerung:

Bei einem Versuch werden die gemessenen Ergebnisse in ein Schaubild übertragen und eine Vermutung gemacht ob sich eine Gerade oder eine Parabel möglichst genau durchzeichnen lässt. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Quadrat mit Seitenlänge des Abstandes zwischen Punkt und z.B. Gerade) werden die besten Koeffizienten ausgerechnet. 

Ausgabe der Punkte und der mit der mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate z.B. berechneten  Gerade, der optimalen Steigung, der Wert der zweiten Ableitung an der Zielfunktion und der Gerade durch Aufrufen von: pr([x-Werte der Punkte],[f(x)-Werte der Punkte]).

Wenn die Punkte zu einer Parabel gehören, f(x) und fg(t) in z.B. a*x^2 und aopti*t^2 ändern.

pr:=proc(x,y) local i; global f,s,ss,sss,aopti,am,fg,p1,p2,xw,yw,pr; with(plots): f := x->a*x; s:= (add((f(x[i])-y[i])^2,i=1 .. nops(x))); ss :=diff(s,a); sss :=diff(ss,a); aopti := solve(ss,a);  am:=subs(a=aopti,sss); fg:=t->aopti*t; p1:='plot([seq([x[i],y[i]],i=1 .. nops(x))],style=point)': p2:='plot(fg(t),t)': xw:=(min(op(x))-1)..(max(op(x))+1); yw:=(min(op(y))-2)..(max(op(y))+2); pr:=print('aopti',aopti,'Ableitung',am,'Gerade',fg(t)); display(p1,p2,view=[xw,yw]); end:

Beispiele für Punkte:

pr([0.4, 1, 1.5],[1.5, 4.5, 8])

pr([-1,0.4, 1, 1.5,2,2.6],[-4.8,1.5, 4.5,8,10,12.2])

D) Integration

1) Bestimmte Integrale

a) Fläche unter einer Kurve 

Zur Erinnerung:

Will man sich die ungefähre Fläche unter einer Kurve ausrechnen, so unterteilt man sie in mehrere Rechtecke mit dem Flächeninhalt Delta x * f(x) und addiert diese von a bis b. Lässt man Delta x gegen Null gehen erhält man die genaue Fläche. Diese Fläche entspricht dem bestimmten Integral von f(x) von a bis b. 
Hauptbefehle:

_w(student):

ms:=expand(value(middlesum(f(x),x=a..b,n)));  Mittelsumme (Zwischensumme)

l:=value(limit(ms,n=infinity));                             Grenzwert der Mittelsumme

Nach der Prozedur zuerst f(x) in Funktionsschreibweise definieren und danach pri(a,b,nb) aufrufen; a,b ist der Bereich von links nach rechts und nb die Anzahl der Rechtecke, die innerhalb dieses Bereiches eingezeichnet werden sollen. Ausgegeben werden Mittelsumme, Grenzwert (an den sich die Mittelsumme annähert) und die Stammfunktion. Mit rb,lb und mb kann man auch Rightbox, Leftbox und Middelbox ausgeben lassen.

pri:=proc(a,b,nb) global n,ls,lb,rs,rb,ms,mb,l,F,pl,punkte,pp,pr,p; with(student): ls:=expand(value(leftsum(f(x),x=a..b,n))): lb:=leftbox(f(x),x=a..b,nb): rs:=expand(value(rightsum(f(x),x=a..b,n))): rb:=rightbox(f(x),x=a..b,nb): ms:=expand(value(middlesum(f(x),x=a..b,n))): mb:=middlebox(f(x),x=a..b,nb): l:=value(limit(ms,n=infinity)): F:=x->int(f(x),x): pl:=plot(l,view=1..nb): punkte:=[seq([n,ms],n=2..nb)]: pp:=plot(punkte,view=1..nb,style=point): _w(plots): pr:=print(`Mittelsumme`,ms,`Grenzwert`,l,`Integral`,F(x)); p:=display(pl,pp): end:

b) Mittelwert

- Formel zur Berechnung des Mittelwertes:

_f:=1/(t2-t1)*int(f,t=t1..t2);

- Funktion:

f:=t->-t^2+4;

                             3            3

                  - 1/3 t2  + 1/3 t1  + 4 t2 - 4 t1

_f;   ergibt    ---------------------------------

                               t2 - t1

- Werte für t1 und t2:

t1:=-2; t2:=2;

- Mittelwert:

_f;   ergibt  8/3

c) Fläche zwischen zwei Kurven

- Beide Funktionen:

f:=x->x^4-x^2;

g:=x->x^2;

- Schaubild:

plot({f(x),g(x)},x=-2..2,y=-0.5..

- Schnittpunkte der Kurven:

ab:={solve(f(x)=g(x),x)};   ergibt ab := {sqrt(2), -sqrt(2), 0}

- Unterteilung der Gesamtfläche in zwei Teilflächen, wegen Vorzeichenproblemen

A:=A1+A2;

- Berechnung der beiden Teilflächen von Schnittpunkt zu Schnittpunkt:

A1:=int(g(x)-f(x),x=-sqrt(2)..0);   ergibt A1 := (8/15)*sqrt(2)

A2:=int(f(x)-g(x),x=sqrt(2)..0);   ergibt A2 := (8/15)*sqrt(2)

- Gesamtfläche: 

A;   ergibt (16/15)*sqrt(2)

2) Unbestimmte Integrale 

Bei unbestimmten Integralen integriert man nicht von a bis b, sondern von -x bis x, die ins Unendliche reichen.

Regeln: f(x) = x^n               => F(x) = 1/(n+1) * x^(n+1)

             f(x) = a*f(x)           => F(x) = a*F(x)

             f(x) = g(x)+-h(x)    => F(x) = G(x)+-H(x)

             f(x) = u*(r*x+s)     => F(x) = 1/r*U*(r*x+s)

E) Rotationskörper

Zur Erinnerung:

Lässt man z.B. eine Gerade f(x)=x um die x-Achse rotieren erhält man als Rotationkörper einen Kegel mit bestimmten Volumen. Zur Berechnung des ungefähren Volumens unterteilt man die Fläche unter der Funktion in kleine Rechtecke mit dem Flächeninhalt Delta x *f(x) und lässt diese um die x-Achse rotieren und erhält man kleine Zylinder. Das genaue Volumen ergibt sich, wenn man Delta x gegen Null gehen lässt - man erhält das bestimmte Integral von a bis b- und errechnet sich daraus das Volumen. Dies kann man natürlich auch mit anderen (parametrisierten) Funktionen machen.

Zeichnung von Rotationkörper:

_w(plots):

tubeplot([0,x,0],x=a..b,radius=f(x),scaling=constrained,axes=framed,grid=[10,20],orientation=[20,70])

Volumen von Rotationskörpern:         V:=Pi*(int((f(x))^2,x=a..b)

Zylinder: f(x)=radius=2                      V:=Pi*(int((r)^2,x=0..x);                        V:=Pi*r^2*x

Kegel:     f(x)=radius=r/h*x                V:=Pi*(int((r/h*x)^2,x=0..h);                  V:=1/3*Pi*r^2

Kugel:     f(x)=radius=sqrt(r^2-x^2)     V:=2*Pi*(int((sqrt(r^2-x^2)^2,x=0..r);     V:=4/3*Pi*r^3

Zwei Rotationskörper ineinander: V:=abs(Pi*(int((f(x))^2-(g(x))^2,x=a..b)));

F) Parametrisierten Funktionen:

Zur Erinnerung:

Die im Schaubild zu sehende Funktion f ergibt sich aus zwei von dem Parameter t abhängigen Funktionen für x und y. Berechnung der Fläche unter der Kurve durch Integration der Flächenstücke dA: A=int(dA) mit dA=y*dx und dx=x'(t)*dt ergibt A=int(x'(t) dt*y(t)).

Die Strecke S wird mit Hilfe des Satzes des Pythagoras ausgerechnet: ds=sqrt(dy^2+dx^2) mit dx=x'(t) dt und dy=y'(t) dt ergibt int(y'(t)^2+x'(t)^2  dt).

Hinweis: Die Flächenstücke können sowohl positiv als auch negativ sein (orientierte Fläche). Links des orientierten Weges ist die Fläche negativ, rechts dagegen positiv. 

Zeichnung:

plot([x(t),y(t),t=t1..t2],x=a..b);

Kreis: x:=t->cos(t);

          y:=t->sin(t);

          xs:=D(x);

          ys:=D(y);

Fläche:  A:=int(y(t)*xs(t),t=t1..t2);

Strecke:   S:=int(sqrt((ys(t))^2+(xs(t))^2,t=t1..t2);

Ausgabe der Fläche A und der Strecke S durch ppar(x(t),y(t),t1,t2), also ppar(t->cos(t),t->sin(t),0,2*Pi);

ppar:=proc(x,y,t1,t2) global xs,ys,A,S,pr,pl; xs:=D(x); ys:=D(y); A:=abs(int(y(t)*xs(t),t=t1..t2));  S:=int(sqrt((ys(t))^2+(xs(t))^2),t=t1..t2); pr:=print(`Flaeche`,A,`Strecke`,S); pl:=plot([x(t),y(t),t=t1..t2],scaling=constrained); end:

G) Folgen

Zur Erinnerung:

Bei einer Folge wird einer natürlichen Zahl durch eine Funktionsvorschrift n->a(n) ein Wert zugeordnet. Daraus ergeben sich Punkte mit den Koordinaten [n,a(n)]. Diese Folge lässt sich auf verschiedene Merkmale untersuchen: 

1) Folgen zeichnen:

Aufruf durch z.B.: plf(n->1/n+3,1,10); Ausgegeben wird eine Folge von n1 bis n2, der Grenzwert der Folge und ein Schaubild mit beidem.

plf:=proc(a,n1,n2) global g,n,s,pl1,pl2,pr,d;  g:=limit(a(n),n=infinity); s:=evalf([seq([n,a(n)],n=n1..n2)]); pl1:=plot(s,style=point):  pl2:=plot(g,n1..n2): with(plots): pr:=print(s,`Grenzwert`,g); d:=display(pl1,pl2); end:

2) Monotonie:

- monoton steigend:

solve(a(n)<a(n+1),n);

solve(a(n)<a(n+1),{n});

- monoton fallend:

solve(a(n)>a(n+1),n);

solve(a(n)>a(n+1),{n});

3) Beweisen und Bestimmen von Schranken:

Eine Schranke ist z.B immer der Grenzwert (wenn es einen gibt):

g:=limit(a(n),n=infinity);

- Bei monoton fallenden Folgen muss: solve(a(n)>g,n); oder solve(a(n)>g,{n}); wahr sein.

- Bei monoton steigenden Folgen muss: solve(a(n)<g,n); oder solve(a(n)<g,{n}); wahr sein.

Für das g (den Grenzwert) kann man natürlich jede vermutete Schranke einsetzen.

Man kann den Grenzwert einem Term auch ansehen:

C:=(a[k]*n^k+a[k-1]*n^(k-1)+...+a[0])/( b[l]*n^l+b[l-1]*n^(l-1)+...+b[0]);

                          k             (k - 1)

                    a[k] n  + a[k - 1] n  + . . . + a[0]

               C := ----------------------------------

                          l             (l - 1)

                    b[l] n  + b[l - 1] n +. . .  + b[0]

- k > l (Grad des Zählerpolynoms größer als Grad des Nennerpolynoms) 

  limit(C, n=infinity) = infinity    

Folge ist divergent

- k = l:

  limit(C, n=infinity) = a[k]/b[l]

Grenzwert: Folge ist konvergent

- k < l:

  limit(C, n=infinity) = 0


Nullfolge

4) Definitionen:

- Monotonie: monoton fallend: a(n) >= a(n+1)  streng: a(n) > a(n+1)  f.a.n

                      monoton steigend: a(n) <= a(n+1)  streng: a(n) < a(n+1)  f.a.n

- Beschränkt: nach oben beschränkt: a(n) <= S  f.a.n

                       nach unten beschränkt: a(n) >= S  f.a.n

- Konvergent: Folgen mit Grenzwert: monoton und beschränkt:  Zu jedem  epsilon > 0 gibt es ein n0, so dass epsilon  > | g - a(n) | für  alle n > n0 <=> g = lim a(n) mit n ->infinity  

Untersuchung der Konvergenz:  Achtung!!

g:=limit(a(n),n=infinity);

sol:=evalf(solve(abs(a(n)-g) = oder < epsilon,n));

- Divergent: Folgen ohne Grenzwert

Achtung, Achtung, Achtung!!!!!!!!

Epsilontik: | a(n) -g | < epsilon

- für den allgemeinen Fall:  solve(abs(a(n)-g) = epsilon,n)

- für einen bestimmten Wert:  solve(abs(a(n)-g) < 1/500,n)  und auch nicht {n} verwenden, da sonst ein falsches Ergebnis rauskommt (Beispiel mit a:=n->5/(n+4)). 

5) Anwendung: Differenzenquotient:  Achtung!!

Zur Erinnerung:

Beim Differenzenquotienten lässt man Delta x gegen Null gehen. Dies kann man natürlich auch mit der Nullfolge 1/n machen und erhält eine Differenzenquotientfolge.

Befehlsfolge:

dq:=(f(x+1/n)-f(x))/(1/n);                              Differenzenquotientfolge

g:=limit(a(n),n=infinity);                                Grenzwert der Differenzenquotientfolge

sol:=solve(abs(a(n)-g) = oder < epsilon,n);     Untersuchung der Konvergenz 

Aufruf durch z.B. prdiffqu(x->x^2,epsilon) für den allgemeinen Fall, oder prdiffqu(x->x^2,1/500) mit konkretem Epsilonwert. Ausgegben wird die Folge des Differenzenquotienten, der Grenzwert dieser Folge und die Untersuchung der Konvergenz mit | a(n) - g | < epsilon, aufgelöst nach n0. 

prdiffqu:=proc(f,epsilon) global dq,dx,n,a,g,sol,pr; dq:=(f(x+dx)-f(x))/dx; dx:=1/n; a:=n->dq; g:=limit(a(n),n=infinity); sol:=solve(abs(a(n)-g)<epsilon,n); print(`Folge`,a(n),`Grenzwert`,g,`Epsilontik`,sol); end:

6) Anwendung: Untersumme 

Zur Erinnerung:

Bei der Untersumme lässt man Delta x gegen Null gehen. Dies kann man natürlich auch mit der Nullfolge 1/n machen und erhält eine Untersummenfolge.

Dies sind die Befehle zur Berechnung der Untersumme, des Grenzwerts der Untersumme und der Untersuchung der Konvergenz/des Grenzwertes  der Untersummenfolge:

with(student): 

 ls := leftsum(f(x),x=a..b,n);                                  Untersumme

leftbox(f(x),x=a..b,nb);                                          Zeichnung der Untersumme

g:=value(limit(ls,n=infinity));                               Grenzwert der Untersumme

sol:=evalf(solve(abs(ls-g)= oder < epsilon,n));     Epsilontik

Aufruf der (viel zu schwierig aufzurufenden) Prozedur durch z.B. prusu(x->x^2,a,b,epsilon,nb); oder mit Werten: prusu(x->x^2,0,1,1/5000,10); Ausgegeben wird die Untersumme, eine Untersummenfolge (von 1 bis nb), der Grenzwert der Untersummenfolge und | ls - l | = epsilon aufgelöst nach n (Untersuchung der Konvergenz/des Grenzwertes).   Achtung!!!!!

prusu:=proc(f,a,b,epsilon,nb) global ls,g,sol,fol,pr;  with(student):   ls :=value( leftsum(f(x),x=a..b,n));   g:=value(limit(ls,n=infinity));   sol:=evalf(solve(abs(ls-g)=epsilon,n)); fol:=evalf(seq(ls,n=1..nb)); pr:=print(`Untersumme`,ls,`Untersummenfolge`,fol,`Grenzwert`,g,`Epsilontik`,sol);  leftbox(f(x),x=a..b,nb); end:

7) Besondere Folgen:

a) Arithmetische Folge: Jedes Folgenglied ist das arithmetische Mittel seiner Nachbarn. 

- rekursive Schreibweise:

  a(n)=(a(n-1)+a(n+1))/2;

- explizite Schreibweise:

  collect(rsolve(a(n)=(a(n-1)+a(n+1))/2,a(n)),n);   ergibt: (-a(0) + a(1)) n + a(0)

- Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder ist konstant.

  d=a(1)-a(0);  ergibt: a(n)=d*n+a(0);

 - weitere Möglichkeit der Definiton einer arithmetischen Folge: 

  a(n)=a(n-1)+d;

- explizit:

  simplify(rsolve(a(n)=a(n-1)+d,a(n)));  ergibt: a(0) + d n

b) Geometrische Folge: Jedes Folgenglied ist das geometrische Mittel seiner Nachbarn.

- rekursive Schreibweise:

  a(n)=sqrt(a(n-1)*a(n+1));

- explizite Schreibweise:

  a(n)=a(0)*q^n;

- Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder ist konstant.

  q=a(n+1)/a(n) =(a(0)*q^(n+1))/(a(0)*q^n)

- weitere Möglichkeit der geometrischen Folge:

  a(n+1)=q*(a(n));

- explizit:

  rsolve(a(n+1)=q*(a(n)),a(n));  ergibt:  a(0)*q^n

8) Reihen 

a) Arithmetische Reihe:

Def: Ist i eine geometrische Folge, so heisst die Folge s(n) mit s(n)= i1 + i2 + i3 +...+1n  eine geometrische Reihe. 
  z.B. factor(simplify(sum(i,i=1..n)))    (1+2+3+4+...)   ergibt: n/2*(n+1)

  z.B. sum((2*i+1),i=0..n)    (1+3+5+7+9+...)    ergibt: (n+1)^2

  z.B. factor(simplify(sum((2*i),i=1..n)))    (2+4+6+8+10+...)   ergibt:  n*(n+1)

b) Geometrische Reihe:

Def: Ist a*q^n eine geometrische Folge, so heisst die Folge s(n) mit s(n)= a*q^0 + a*q^1 + a*q^2+...+a*q^n  eine geometrische Reihe mit Anfangswert a und Quotient q. 

simplify(sum(a*q^i,i=1..n));    ergibt:  a*(q^(n+1)-q)/(q-1)    vereinfacht: a*(1-q(n+1))/(1-q)

Für eine geometrische Reihe gilt: für | q | < 1 ist a*q^n eine Nullfolge mit Grenzwert a/(1-q)

                                                      für | q | > 1 ist a*q^n divergent

9) Beweisverfahren der Vollständigen Induktion

folgendes ist zu Beweisen:               

Sum(4*i-1,i=1..n)=n*(2*n+1);

                      n

                    -----

                     \

                      )   (4 i - 1) = n (2 n + 1)

                     /

                    -----

                    i = 1

- erster Induktionsschritt (Induktionsanfang): n=1:   3=3  ist erfüllt

- zweiter Induktionsschritt: Schluss von n auf n+1

  für n wird nun n+1 eingesetzt:

Sum(4*i-1,i=1..(n+1))=(n+1)*(2*(n+1)+1);

                     n + 1

                     -----

                      \                                                       2        

                       )   (4 i - 1) = (n + 1) (2 n + 3) = 2 n + 5 n + 3
                      /

                     -----

                     i = 1

Um das (n+1)-te Folgenglied zu erhalten, wird dem n-ten Folgenglied ein weiteres hinzuaddiert. Die Aufsummierung von (4 i - 1) wird durch die zu beweisende explizite Folge ersetzt. Jetzt muss nur noch gezeigt werden, dass dies ganau das gleiche ist wie die oben aufgeführte explizite Folge mit n = (n+1). (Fett gedruckt)

              n + 1                 n

               -----               -----

                \                    \                                                                                              2
                 )   (4 i - 1) =  )  (4 i - 1) + 4 (n + 1) - 1 = n (2 n + 1) +  4 ( n + 1) - 1 =  2 n + 5 n +3 

                /                    /

               -----               -----

               i = 1               i = 1

H) Gebrochen rationale Funktionen

1) Ableitungsregeln:

- Kettenregel:  f(x) = u(v(x));   =>   f'(x) = u'( v(x) ) * v'(x) 

                                                     2

                       z.B. f(x) = (3 x + 2)   =>   f'(x) = 6 (3 x + 2 ) 

- Produktregel: f(x) = u(x) * v(x)   =>  f'(x) = u'(x) * v(x) + u(x) * v'(x)

                                               2   3                           3       2   2

                        z.B.  f(x) = 2 x  y   =>  f'(x) = 4 x  y + 6 x  y

                                                                        u'(x) v(x) - u(x) v'(x)

- Quotientenregel: f(x) = u(x) / v(x)   =>   f'(x) = -----------------------

                                                                                         2

                                                                                   v(x)

                                           2 x               2 (3 x +1) - 6 x                2

                        z.B. f(x) = -------    =>   ------------------  =  -----------

                                         3 x + 1                           2                         2

                                                                  (3 x + 1)            (3 x + 1)

2) Grenzwert

Gebrochen rationale Funktionen kann man durch eine allgemeine Funktion, die aus einem Zähler- und einem Nennerpolynom gleichen oder verschiedenen Grades besteht beschreiben. Diesem kann man das Verhalten für grosse durch Vergleichen des grössten Zähler- und Nennerpolynoms ansehen:

                          k             (k - 1)

                    a[k] x  + a[k - 1] x  + . . . + a[0]

               C := ----------------------------------

                          l             (l - 1)

                    b[l] x  + b[l - 1] x +. . .  + b[0]

- k > l (Grad des Zählerpolynoms größer als Grad des Nennerpolynoms) 

  limit(C, n=infinity) = infinity 

kein Grenzwert: divergent

- k = l:

  limit(C, n=infinity) = a[k]/b[l]

Grenzwert: konvergent

- k < l

  limit(C, n=infinity) = 0


nähert sich Null an (Null als Grenzwert) 

3) Polynomdivision

       2                                           3       

 (4 x - 1) / (x + 1) = (4 x -4) + -------  gebrochener

       2                       ganzer        x + 1        Teil

-(4 x + 4 x)                Teil

-------------

           4 x - 1

       - (4 x + 4) 

            ---------

                     3             Maple: convert(f(x),parfrac,x);

Der ganze Teil gibt den Grenzwert einer Funktion an: 

- ist er eine natürliche Zahl, so hat die Funktion eine festen Grenzwert; 

- ist er eine Gerade, so nähert sich die Funktion für grosse x an diese Näherungsgerade an; 

- ist er ein Parabel, so spricht man von einer Näherungskurve

4) Weiter Untersuchung

a) Nullstellen

- Die Nullstellen der Funktion sind die Nullstellen des Zählers

  In unserem Beispiel:      2                           

                                    4 x -1 = 0   =>  x =  + - 0.5

nullf:={solve(numer(f(x)),x)};

b) Polstellen

- Die Polstellen sind sogenannte „verbotene Zahlen“, bei denen der Nenner Null wird. Da man bekanntlich nicht durch Null dividieren kann gehören diese Zahlen nicht zur Definitionsmenge.

x + 1 = 0   =>  Polstellenkandidat für x = -1

pol:={solve(denom(f(x)),x)};

c) Hebbare Unstetigkeit

- Sind der Polstellenkandidat und eine der Nullstellen identisch, handelt es sich um eine hebbare Unstetigkeit (hebbar daher, da es sich nur um einen „verbotenen“ Punkt handelt, der im Schaubild zum Beispiel, leicht behoben werden kann).  Dies ist in unserem Beispiel aber nicht der Fall. 

d) Extrema 

- Um die Extremakandidaten zu bestimmen, leiten wir die Funktion mit der Quotientenregel ab und berechnen die Nullstellen der Ableitung:

                2

           4 x  + 8 x + 1

f'(x) =  --------------

fs:=D(f);

                        2

              (x + 1)

- Nullstellen durch Nullsetzen des Zählers ergibt x1 = -1 + 1/2 sqrt(3), x2 = -1 - 1/2 sqrt(3)

   nullfs:={solve(fs(x),x)}; x1:=-1+1/2*sqrt(3); x2:=-1-1/2*sqrt(3);

- Einsetzen von x1 und x2 in die zweite Ableitung zur Untersuchung auf  Maximum oder Minimum:

                6

 f''(x) = --------    fss:=D(fs);        f''(x1) = 9.24  (Minimum)      f''(x2) = -9.24  (Maximum)   

                     3                             fss(x1);                                    fss(x2); 

           (x + 1)

=> Minimum bei [x1,f(x1)]: [-.134, -1.07]

=> Maximum bei [x2,f(x2)]: [-1.87, -14.93]

e) Symmetrie

- Achsensymmetrie zur y-Achse:

  f(x) = f(-x) muss für alle x erfüllt sein 

- Achsensymmetrie zu einer Geraden x0 (parallel zu y-Achse):

f(x0-h)=f(x0+h)  muss für alle x erfüllt sein

- Punktsymmetrie zum Ursprung:

  f(-x) = -f(x)  muss für alle x erfüllt sein

- Punktsymmetrie zu Punkt(x0/y0):

f(x0+h)-y0=f(x0-h)+y0  muss für alle x erfüllt sein

pr:=proc(f) if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi; end:

- Fasst man alle Untersuchungsergebnisse zusammen kann man endlich das Schaubild zeichnen

  In Maple geht das nun mal schneller: plot({(4*x^2-1)/(x+1),2*x-2},x=-4..2,y=-20..12);

- Dies alles kann man doch viel bequemer mit einer Prozedur erledigen:

Aufruf der Prozedur durch gerat(Funktion in Pfeilschreibweise); z.B. gerat(x->(x^3+2)/(x-1)); 

gerat:=proc(f) global nullf,fs,fss,Zaehler,Nenner,NZ,NN,ganz,gebr,pol,poldiv,gp,gm,nullfs,extr,nullfss,mn,mx; local i;  Digits:=4; nullf:={fsolve(f(x)=0,x)}; fs:=D(f); fss:=D(fs); Zaehler:=numer(f(x)); Nenner:=denom(f(x)); NZ:=fsolve(Zaehler=0,x); NN:=fsolve(Nenner=0,x);  ganz:=quo(Zaehler,Nenner,x); gebr:=rem(Zaehler,Nenner,x); pol:={fsolve(Nenner=0,x)};  poldiv:=ganz+gebr/Nenner; gp:=limit(f(x),x=infinity); gm:=limit(f(x),x=-infinity); print(`Zeahler`,Zaehler); print( ); print('Nenner',Nenner); print( ); print('ganz',ganz); print( ); print(`gebrochen`,gebr);  print( ); print(`polynomdividiert`,poldiv); print( ); print(`Definitinsmenge: D=IR \ `,pol); print( ); print(`Nullstelle(n)`,nullf); print( ); if pol={ }  then print(`keine Kandidaten für Polstellen`); else print(`Kand. f. Polstelle(n)`,pol); fi; print( );  print(`Nullstelle(n) Nenner`,{NN}); print( ); print(`Nullstelle(n) Zaehler`,{NZ}); print( ); if 

 nops({NN})+nops({NZ}) > nops({NN,NZ}) then print(`hebbare Unstetigkeit`) else print(`keine hebbar Unstetigkeit`) fi;  print( ); print(`Verhalten fuer grosse x`); print( ); print(x->infinity , gp); print( ); print(x->- infinity , gm);   print( ); if evalb(whattype(ganz)=integer)=false and evalb(whattype(ganz)=float)=false and valb(whattype(ganz)=fraction)=false then print(`schiefe Asymptote`,ganz); fi;  print(`erste Ableitung`,normal(fs(x))); print( ); print(`zweite Ableitung`,normal(fss(x))); nullfs:={fsolve(numer(normal(fs(x)))=0,x)}; print( ); extr:=[seq([nullfs[i],f(nullfs[i])],i=1..nops(nullfs))];  if extr=[ ] then print(`keine Kandidaten fuer Extrema`) else print(`Kandidaten fuer Extrema`,extr) fi;  for i from 1 to nops(nullfs) do if fss(nullfs[i]) > 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Minimum`) else if fss(nullfs[i]) < 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Maximum`) else if fss(nullfs[i]) = 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Wendepunkt`) fi;  fi; fi; od;  nullfss:={fsolve(numer(normal(fss(x)))=0,x)};  if nullfss={ } or fss=0 then print(`keine Wendepunkte`); else print(`Wendepunkt(e)`,seq([nullfss[i],f(nullfss[i])],i=1..nops(nullfss)));fi; print(); if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi;  mx:=subs(x=4,ganz); mn:=subs(x=-4,ganz);  if mn=mx then mn:=ganz-4; mx:=ganz+4; fi;  if pol={ } then plot({f(x),ganz},x=-3..3,mn..mx) else plot({f(x),ganz},x=min(op(pol))-3..max(op(pol))+3,mn..mx) fi; end:

Zeichnung (falls der plot wider erwarten doch nicht funktioniert): 

plot({f(x),ganz},x=-2..5,-10..20)

Weitere Beispiele: 

gerat(x->(x^2+2*x)/(x^2+1))

gerat(x->(x+2)/(x^3+2*x))

gerat(x->(x+2)/(x^2-3))

gerat(x->(2*x+2)/(x^2+x-2))

Geometrie

I) Geraden 2D

Zur Erinnerung:

Den Punkt (1/2) bezeichnet man als Aufpunkt; zu ihm gehört der Vektor r1:=[1,2];

Der sich daran anschliessende Vektor ist der Richtungsvektor v:=[3,2];  (vergleichbar mit einer Geschwindigkeit) 

Die daraus entstehende Parameterform der Geradengleichung lautet: r:=r1+v*t; oder [1,2]+[3,2]*t oder [1+3*t,2+2*t], wobei x=1+3*t und y=2+2*t. Daraus kann man durch Eliminieren von t die Hauptform der Geradengleichung bilden.

Schaubild:

plot([1+3*t,2+2*t,t=-1..3],-2..4,0..6);

1) Gerade durch zwei Punkte P(1/2) und Q(4/4) in Parameter- und Hauptform:

- Vektor 1 und 2:

r1:=[1,2];

r2:=[4,4];

- Richtungsvektor ist die Differenz der beiden Vektoren:

v:=r2-r1;  ergibt [3,2]

- Parameterform der Geradengleichung:

r:=expand(r1+v*t);  ergibt: [3*t+1, 2*t+2]

- Hauptform der Geradengleichung:

solve({x=r[1],y=r[2]},{y,t});  ergibt {y = 2/3*x+4/3, t = 1/3*x-1/3}

- Prozedur: Aufruf durch par(Vektor 1,Vektor 2); z.B. par([1,2],[4,4]);  oder wenn vorher definiert par(r1,r2);

par:=proc(r1,r2) global v,r,sol;  v:=r2-r1; r:=expand(r1+v*t); sol:=solve({x=r[1],y=r[2]},{y,t}); print(`Geschwindigkeit`,v); print(`Parameterform`,r); print(`Hauptform`,sol); end:

2) Geradenpunkte

- Punkt Q der Geraden, der zum Parameter t0 gehört:

subs(t=0,r);

- Prüfung, ob Punkt R:=[13/10]; auf der Geraden liegt:

solve({R[1]=r[1],R[2]=r[2]},{t});  ergibt t=4

  liegt der Punkt R nicht auf der Geraden liefert „solve“ keine Lösung

- liegen die Punkte P(1/2), Q(4/4) und R(13/10) auf einer Geraden? 

  man schaut sich die Richtungsvektoren an: ist der eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors liegen die drei Punkte auf einer Geraden, ansonsten nicht. 

- Punkte als Vektoren:

r1:=[1,2];  r2:=[4,4];  r3:=[13,10];

- beide Geschwindigkeiten:

v1:=r2-r1;  ergibt [3,2]

v2:=r3-r2;  ergibt [9,6]

-Jetzt fehlt nur noch die Probe, ob der eine Richtungsvektor ein Vielfaches des anderen ist:

- Prozedur: Aufruf durch prp(Vektor1,Vektor 2,Vektor 3); z.B.prp([1,2],[4,4],[13,10]); oder wenn vorher definiert prp(r1,r2,r3);

prp:=proc(r1,r2,r3) global v1,v2; v1:=r2-r1; v2:=r3-r2; print(`Geschwindigkeit 1`,v1); print(`Geschwindigkeit 2`,v2); if evalb(v1[1]/v2[1] = v1[2]/v2[2])=true then print(`die Punkte liegen auf einer Geraden`); else print(`die Punkte liegen nicht auf einer Geraden`); end:

3) Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden r und u:

r:=[3*t+1, 2*t+2];

u:=[2+2*s,3-s];

- Gleichsetzen und Auflösen:

_w(student):

solve(equate(u,r));  ergibt {s = 1/7, t = 3/7}

- Einsetzen von t oder s in zugehörige Geradengleichung ergibt den Schnittpunkt:

subs(t=3/7,r);  oder  subs(s=1/7,u);  ergibt Schnittpunkt [16/7, 20/7]

- Prozedur: Aufruf durch prs(Gerade 1,Gerade 2); z.B. prs([3*t+1, 2*t+2],[2+2*s,3-s]); oder wenn vorher definiert prs(u,r);

prs:=proc(u,r) global solg,SPG;  _w(student): solg:=solve(equate(u,r)); print(`Schnittzeiten`,solg); assign(solg); SPG:=u; print(`Schnittpunkt bei`,SPG); unassign('s','t'); end:

4)Geraden, die sich schneiden 

  Geraden, deren Richtungsvektor nicht ein Vielfaches des anderen Richtungsvektors sind, schneiden sich. Ist der Richtungsvektor ein Vielfaches, sind sie paralell (kollinear) (bei gleichem Aufpunkt liegen sie aufeinander).

5) Orthogonale Gerade zu r durch Punkt S(1/4)

  Die Vektoren r und h sind orthogonal, wenn gilt: hx=a*ry  und  hy=-a*rx

z.B. zum Vektor [2,7] ist der Vektor [7,-2] orthogonal

Für unsere Gerade r:=[3*t+1, 2*t+2]; (andere Schreibweise [1,2]+[3,2]*t) ist z.B. die Gerade [2*t+2,-3*t-1] eine orthogonale (den Aufpunkt kann man variieren)

Nun muss die Gerade noch durch S(1/4) gehen; also nehmen wir ihn als Aufpunkt: [2*t+1,-3*t+4]; (oder anders geschrieben [1,4]+[2,-3]*t)

- Gerade r:

v:=[3,2]; 

r1:=[1,2];

r:=expand(v*t+r1);

- Punkt S:

S:=[1,4];

- Orthogonale Gerade rg:

vg:=[v[2],-v[1]];

rg:=expand(vg*t+S);

6) Bestimmung des Abstandes von S(1/4) zu r

- Zunächst muss der Schnittpunkt von r und h berechnet werden

r:=[3*t+1, 2*t+2];   h:= [1+2*s, 4-3*s];

solve(equate(r,h));

subs(t=4/13,r);  oder subs(s=6/13,h);  ergibt Schnittpunkt bei SP:=[25/13,34/13]

- Einsetzen in Abstandsformel a:=sqrt((x1-x2)^2+(y1-y2)^2) also a:=sqrt((S[1]-SP[1])^2+(S[2]-SP[2])^2); ergibt a=1.67 

- Prozedur: Aufruf durch abst(v,r1,S); v ist der Richtungsvektor der Gerade, r1 der Aufpunkt und S der Punkt, durch den die orthogonale Gerade gehen soll. z.B.abst([3,2],[1,2],[1,4]); 

abst:=proc(v,r1,S) global r,vg,rg,srg,sol,SP,a; r:=expand(v*t+r1); vg:=[v[2],-v[1]]; rg:=expand(vg*s+S); srg:=solve({x=rg[1],y=rg[2]},{y,s}); print(`orthogonale Gerade`,rg); print(`Hauptform der orthogonalen Gerade`,srg); _w(student): sol:=solve(equate(r,rg)); print(`Schnittzeiten`,sol); assign(sol); SP:=r; a:=sqrt((S[1]-SP[1])^2+(S[2]-SP[2])^2); print(`Schnittpunkt`,SP); print(`Abstand`,a=evalf(a)); unassign('s','t'); end:

7) Schnittpunkte der Geraden r mit den Koordinatenachsen:

- Schnittpunkt der Geraden mit der x-Achse (heisst y=0):

solve({r[1]=x,r[2]=0},{x,t});  ergibt {t = -1, x = -2} also SPx:=[-2,0];

- Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse (heisst x=0):

solve({r[1]=0,y=r[2]},{y,t});  ergibt {t = -1/3, y = 4/3} also SPy:=[0,4/3];

- Prozedur: Aufruf der Prozedur durch spxy(Geradengleichung in Parameterform); z.B.spxy([3*t+1, 2*t+2]); oder wenn vorher definiert spxy(r);

spxy:=proc(r) global sol1,sol2; sol1:=solve({r[1]=x,r[2]=0},{x,t}); sol2:=solve({r[1]=0,y=r[2]},{y,t}); print(`Schnittpunkt mit der x-Achse`,sol1); print(`Schnittpunkt mit der y-Achse`,sol2); end:

8) Zwei Körper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten v1 und v2 auf einer Geraden g. Wann und wo treffen sie sich?

- Körper 1:

r:=expand([1,2]+[3,2]*t);

- Körper 2 startet mit größerer Geschwindigkeit unterhalb von Körper 1:

rg:=expand([-5,-2]+[6,4]*t);

_w(student):

- Gleichsetzen, auflösen und die Zeit des Treffpunktes in die Geradengleichung einsetzen:

solve(equate(r,rg));  ergibt {t = 2}

subs(t=2,r);  ergibt Treffpunkt bei  [7, 6]

- Prozedur: Aufruf durch kpg(Geradengleichung Körper 1,Geradengleichung Körper 2); z.B.kpg([3*t+1, 2*t+2],[6*t-5, 4*t-2]); oder wenn vorher definiert kpg(r,rg); 

kpg:=proc(r,rg) global solt,SPK; _w(student): solt:=solve(equate(r,rg)); print(`Treffzeit`,solt); assign(solt); SPK:=r; print(`Schnittpunkt bei`,SPK); unassign('t'): end:

9) Berechne die Seitenlänge eines Dreieckes, das durch die drei Geraden g, h und j begrenzt wird

- drei Geraden in Parameterform:

g:=expand([1,1]+[2,1]*t);   h:=expand([2,3]+[-1,-2]*s);   j:=expand([7,1]+[-2,2]*u);

- Schaubild:

p1:=plot([g[1],g[2],t=-4..4]):

p2:=plot([h[1],h[2],s=-4..4]):

p3:=plot([j[1],j[2],u=-4..4]):

_w(plots):

display(p1,p2,p3,view=[-1..8,-1..6],scaling=constrained);

- Schnittpunkt von g und h

solve(equate(g,h));  ergibt {s = 1, t = 0}

P:=subs(t=0,g); ergibt P := [1, 1]

- Schnittpunkt von g und j

solve(equate(g,j));  ergibt {t = 2, u = 1}

Q:=subs(t=2,g);  ergibt Q := [5, 3]

- Schnittpunkt von h und j

solve(equate(h,j));  ergibt {s = -1, u = 2}

R:=subs(s=-1,h);  ergibt R := [3, 5]

- Ausrechnen der Strecke zwischen P und Q:

sqrt((Q[1]-P[1])^2+(Q[2]-P[2])^2);  mit evalf ergibt 4.48

- Ausrechnen der Strecke zwischen R und Q:

sqrt((Q[1]-R[1])^2+(Q[2]-R[2])^2);  mit evalf ergibt 2.82

- Ausrechnen der Strecke zwischen P und r:

sqrt((P[1]-R[1])^2+(P[2]-R[2])^2);  mit evalf ergibt 4.48

- Prozedurersatz: als txt-Datei abspeichern und dann in Maple öffnen:

> g := expand([1,1]+[2,1]*t);     

> h := expand([2,3]+[-1,-2]*s);      

> j := expand([7,1]+[-2,2]*u);    

> _w(student):    

> sol1 := solve(equate(g,h));     

> assign(sol1):         

# Punkt P:

> P := g;      

> unassign('s','t'):    

> sol2 := solve(equate(g,j));    

> assign(sol2):

# Punkt Q:    

> Q := g;     

> unassign('u','t'):         

> sol3 := solve(equate(h,j));      

> assign(sol3):

# Punkt R: 

> R := h;                                

> unassign('u','s'):

# Strecke zwischen P und Q:       

> s1 := sqrt((Q[1]-P[1])^2+(Q[2]-P[2])^2);    

> evalf(s1);    

# Strecke zwischen Qund R:

> s2 := sqrt((Q[1]-R[1])^2+(Q[2]-R[2])^2);    

> evalf(s2);    

# Strecke zwischen P und R:

> s3 := sqrt((P[1]-R[1])^2+(P[2]-R[2])^2);                                   

> evalf(s3);    

10) Fallunterscheidung

( Die Cramer'sche Regel, die hier mit den Determinanten angewandt wird, wird bei  

"L) Lösung von linearen Gleichungssystemen" erklärt)

g:  r = r0 + t u       Bsp.: g:  r = [2,1] + [1,2]*t

h:  r = r1 + s v               h:  r = [2,2] + [2,-1]*s

Schnittmenge von g und h:

r0 + t u = r1 + s v                   [2,1] + [1,2]*t = [2,2] + [2,-1]*s

t u -s v = r1 - r0                  [1,2]*t - [2,-1]*s = [2,2] - [2,1]

t u - s v = d                         [1,2]*t - [2,-1]*s = [0,1]

=> LGS:  1 t - 2 s = 0

               2 t + 1 s = 1

a) u ist nicht parallel zu v; d ist nicht Null;

        | 1 -2 |                        | 0  -2 |                                                      |1   0 |  

 D = | 2  1 | = 5         D1 = | 1   1 | = 2   => t = D1/D = 2/5       D2 = | 2  1 | = 1   => s = 1/5

   LGS ist inhomogen (da d ungleich Null ist) und hat eine Lösung.

b) u ist nicht parallel zu v; d = 0;  (heisst r0 = r1)

1 t - 2 s = 0                       | 1  -2 |                        | 0  -2 |                           | 1   0 |

2 t + 1 s = 0          => D = | 2   1 | = 5         D1 = | 0   1 | = 0            D2 = | 2   0 | = 0

D = 5;  D1 = D2 = 0    => t = s = 0  (triviale Lösung)

   LGS ist homogen (d = 0) und hat genau eine Lösung: SP = r0 =r1  

c) u ist parallel zu v; d ist nicht gleich Null;

   t - 2 s = 0                      | 1  -2 |                           | 0  -2 |                            | 1  0 |

2 t - 4 s = 1         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 1  -4 | = 2             D2 = | 2  1 | = 1

t = D1 / D = 2 / 0   => keine Lösung 

   LSG ist inhomogen und hat keine Lösung

d)  u ist parallel zu v; d = 0;

   t - 2 s = 0                      | 1  -2 |                           | 0  -2 |                            | 1  0 |

2 t - 4 s = 0         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 0  -4 | = 0             D2 = | 2  0 | = 0

D = D1 = D2 = 0    

   LSG ist homogen und hat unendlich viele Lösungen 

e)  u ist parallel zu v; d ist nicht gleich Null, aber parallel zu u und v;

   t - 2 s = 3                      | 1  -2 |                           | 3  -2 |                            | 1  3 |

2 t - 4 s = 6         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 6  -4 | = 0             D2 = | 2  6 | = 0

D = D1 = D2 = 0

   LSG ist inhomogen und hat unendlich viele Lösungen

J) Geraden 3D

Zur Erinnerung:

Statt der bisher zwei Angaben enthält der Vektor nun drei: [x,y,z] ; Es gibt keine Hauptform der Geradengleichung, aber eine Koordinatenform, die durch eliminieren der Parameter gebildet wird. 

Der Plotbefehl sieht nun folgendermassen aus: 

r:=expand([1,2,3]+[2,-2,1]*t);

plot3d(r,t=-2 .. 3,x=-3 .. 5,view=[-2..6,-2..5,-1..4],axes=normal,orientation=[30,70],scaling=constrained);

1) Gerade durch zwei Punkte P:=[5,-2,5]; und Q:=[-1,4,2];

r1:=[5,-2,5];

r2:=[-1,4,2];

v:=r1-r2;   ergibt v := [6, -6, 3]

r:=expand(r1+v*t);  ergibt r := [6*t+5, -6*t-2, 3*t+5]

- Prozedur: Aufruf durch par(Vektor 1,Vektor 2); z.B.par([5,-2,5],[-1,4,2]);  oder wenn vorher definiert par(r1,r2);

par:=proc(r1,r2) global v,r;  v:=r2-r1; r:=expand(r1+v*t);  print(`Geschwindigkeit`,v); print(`Parameterform`,r); end:

2) Geradenpunkte

- Punkt Q zum Parameter t0=0

r:=expand([1,2,3]+[2,-2,1]*t);

Q:=subs(t=0,r);   ergibt Q:=[1,2,3];

- Prüfung, ob Punkt R:=[7,-4,6]; auf der Geraden liegt

solve({r[1]=R[1],r[2]=R[2],r[3]=R[3]},{t});   ergibt {t=3}   wenn Punkt nicht auf Gerade, keine Ausgabe

- Liegen die Punkte P:=[5,-2,5]; Q:=[-1,4,2]; und R:=[7,-4,6]; auf einer Geraden? 

r1:=[5,-2,5]; 

r2:=[-1,4,2];

r3:=[7,-4,6];

v1:=r2-r1;   ergibt v1:= [-6, 6, -3]

v2:=r3-r2;   ergibt v2 := [8, -8, 4]

- Prüfung, ob v1 ein Vielfaches von v2 ist 

- Prozedur: Aufruf durch prp(Vektor1,Vektor 2,Vektor 3); z.B.prp([5,-2,5],[-1,4,2],[7,-4,6]); oder wenn vorher definiert prp(r1,r2,r3);

prp:=proc(r1,r2,r3) global v1,v2; v1:=r2-r1; v2:=r3-r2; print(`Geschwindigkeit 1`,v1); print(`Geschwindigkeit 2`,v2); if evalb(v1[1]/v2[1] = v1[2]/v2[2])=true then print(`die Punkte liegen auf einer Geraden`); else print(`die Punkte liegen nicht auf einer Geraden`); end:

3) Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden r und u:

r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

u:=expand([1,5,2]+[2,-2,3]*s);

- Gleichsetzen und Auflösen:

_w(student):

solve(equate(u,r));  ergibt {t = 1, s = 0}

- Einsetzen von t oder s in zugehörige Geradengleichung ergibt den Schnittpunkt:

subs(t=1,r);  oder  subs(s=0,u);  ergibt Schnittpunkt [1,5,2]

- Prozedur: Aufruf durch prs(Gerade 1,Gerade 2); z.B. prs([3*t+1, 2*t+2],[2+2*s,3-s]); oder wenn vorher definiert prs(u,r);

prs:=proc(u,r) global solg,SPG;  _w(student): solg:=solve(equate(u,r)); print(`Schnittzeiten`,solg); assign(solg); SPG:=u; print(`Schnittpunkt bei`,SPG); unassign('s','t'); end:

4) Geraden, die sich schneiden

- Man kann sich Geraden, die sich schneiden sollen selber konstruieren:

 r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

- Zum Parameter t=1 gehört der Punkt [1,5,2]

subs(t=1,r);  ergibt [1,5,2]

- diesen Punkt nimmt man nun als Aufpunkt der zweiten Gerade und nimmt eine beliebige Geschwindigkeit dazu:

u:=expand([1,5,2]+[2,-2,3]*s);

- kollinear Geraden: der eine Richtungsvektor ist ein Vielfaches des anderen Richtungsvektors und der Aufpunkt einer Geraden liegt nicht auf  der anderen (Geraden sind parallel und schneiden sich somit nicht).  

- identische Geraden: beide Aufpunkte liegen auf einer Geraden und die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches 

5) Zwei Körper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten v1 und v2 auf einer Geraden g. Wann und wo treffen sie sich?

- Körper 1:

 r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

- Körper 2 startet mit entgegengesetzter größerer Geschwindigkeit oberhalb von Körper 1:

rg:=expand([-4,15,7]+[2,-4,-2]*t);

_w(student):

- Gleichsetzen, auflösen und die Zeit des Treffpunktes in die Geradengleichung einsetzen:

solve(equate(r,rg));  ergibt {t = 2}

subs(t=2,r);  ergibt Treffpunkt bei  [0,7, 3]

- Prozedur: Aufruf durch kpg(Geradengleichung Körper 1,Geradengleichung Körper 2); z.B.kpg([-t+2, 2*t+3, t+1],[2*t-4, -4*t+15, -2*t+7]); oder wenn vorher definiert kpg(r,rg); 

kpg:=proc(r,rg) global solt,SPK; _w(student): solt:=solve(equate(r,rg)); print(`Treffzeit`,solt); assign(solt); SPK:=r; print(`Schnittpunkt bei`,SPK); unassign('t'): end:

6) Schnittpunkte der Geraden r mit den Koordinatenebenen

- Schnittpunkt mit der x-y-Ebene, heisst z=0:

solve({r[1]=x,r[2]=y,r[3]=0},{x,y,t});   ergibt {x = 3, y = 1, t = -1}, alsoSPX:=[3,1,0];

- Schnittpunkt mit der y-z-Ebene, heisst x=0:

solve({r[1]=0,r[2]=y,r[3]=z},{y,z,t});   ergibt {z = 3, y = 7, t = 2}, alsoSPY:=[0,7,3];

- Schnittpunkt mit der z-x-Ebene, heisst y=0:

solve({r[1]=x,r[2]=0,r[3]=z},{x,z,t});   ergibt {t = -3/2, x = 7/2, z = -1/2}, alsoSPZ:=[7/2,0,-1/2];

- Prozedur: Aufruf durch prxyz(Geradengleichung in Parameterform); z.B.prxyz([2*t+1, -2*t+2, t+3]); oder wenn vorher definiert prxyz(r); 

prxyz:=proc(r) global sol1,sol2,sol3; sol1:=solve({r[1]=x,r[2]=y,r[3]=0},{x,y,t}); print(`Schnittpunkt mit der x-y-Ebene`,sol1); sol2:=solve({r[1]=0,r[2]=y,r[3]=z},{y,z,t}); print(`Schnittpunkt mit der y-z-Ebene`,sol2); sol3:=solve({r[1]=x,r[2]=0,r[3]=z},{x,z,t}); print(`Schnittpunkt mit der z-x-Ebene`,sol3); end:

K) Ebenen

Zur Erinnerung:

Eine Ebene wird durch zwei Geraden gebildet. Diese beiden Geraden liegen nun in der Ebene und haben einen gemeinsamen Aufpunkt. z.B. g: r1:=[r0+u*s];   h: r2:=[r0+v*t];   ergibt folgende Ebene: E:=[r0+u*s+v*t]; 

r0:=[1,2,2];

u:=[1,2,-3];

v:=[-1,2,-1];

r1:=expand(r0+u*s);

r2:=expand(r0+v*t);

pr1:=plot3d(r1,s=-3..3,x=-10..10,axes=normal,orientation=[30,70]):

pr2:=plot3d(r2,t=-3..3,x=-10..10,axes=normal,orientation=[30,70]):

_w(plots):

- Zeichnung der ebenenbildenden Geraden:

display(pr1,pr2);

- Zeichnung der Ebene:

E:=expand([1,2,2]+[1,2,-3]*s+[-1,2,-1]*t);

plot3d(E,s=-2..2,t=-2..2,axes=normal,orientation=[30,70]);

1) Punkt in eine Ebene

E:=expand([1,2,2]+[1,2,-3]*s+[-1,2,-1]*t);

- Für t und s Werte einsetzen;  z.B. s=3 und t=2

sE:=subs(s=3,E);   ergibt sE := [-t+4, 2*t+8, -t-7]

subs(t=2,sE);   ergibt [2,12,-9]

- Liegt der Punkt P:=[2,8,-4] in der Ebene ?

_w(student):

solve(equate(E,P));   ergibt {t = 1, s = 2} 

- d.h der Punkt liegt in der Ebene für t=1 und s=2

- wenn der Punkt nicht in der Ebene liegt, dann gibt es in Maple keine Ausgabe

2) Gerade und Ebene

a) Schnittmenge der Geraden g mit der Ebene 

- Gerade: g:=expand([5,10,-3]+[3,2,1]*k));

- Gleichsetzen: 

solve(equate(E,g));   ergibt {t = 1, k = -1, s = 2}

- Einsetzen von k=-1 ergibt den Durchstoßpunkt durch die Ebene

subs(k=-1,g);   ergibt  [2, 8, -4]

- Gerade: h:=expand([1,2,3]+[0,4,-4]*k);

- Gleichsetzen: 

solve(equate(E,h));  ergibt {k = t, t = t, s = t}

- d.h. kein konkretes Ergebnis, da die Gerade in der Ebene liegt

- Gerade: i:=expand([1,1,1]+[1,6,-7]*k);

solve(equate(E,i));   hat kein Ergebnis

- d.h. die Gerade ist parallel zur Ebene und hat somit keinen Schnittpunkt

b) Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen 

- Schnittpunkt der Ebene mit der x-Achse (heisst y,z=0):

solve(equate(E,[x,0,0]));   ergibt {s = 2, t = -3, x = 6}

SPx:=[6,0,0];

- Schnittpunkt der Ebene mit der y-Achse (heisst x,z=0):

solve(equate(E,[0,y,0]));   ergibt {y = 6, s = 1/2, t = 3/2}

SPy:=[0,6,0];

- Schnittpunkt der Ebene mit der z-Achse (heisst x,y=0):

solve(equate(E,[0,0,z]));   ergibt {z = 6, s = -1, t = 0}

SPz:=[0,0,6];

c) Spurgeraden 

- Spurgerade der x-y-Ebene: gxy:=expand(SPx+(SPy-SPx)*t);  ergibt gxy := [-6*t+6, 6*t, 0]

- SPx wurde als Aufpunkt genommen und der Richtungsvektor durch die Subtraktion der Vektoren SPy und SPx erzeugt. 

- Spurgerade der x-z-Ebene: gxz:=expand(SPx+(SPz-SPx)*t);   ergibt gxz := [-6*t+6, 0, 6*t]

- Spurgerade der y-z-Ebene: gyz:=expand(SPy+(SPz-SPy)*t);   ergibt gyz := [0, -6*t+6, 6*t]

- Wenn nach den Schnittpunkten der Ebene mit den Koordinatenachsen nicht gefragt ist, kann man die Spurgeraden auch anders berechnen: 

- Spurgerade der x-y-Ebene: z=0: solve(equate(E,[x,y,0]));  ergibt {x = 4*s-2, y = -4*s+8, s = s, t = -3*s+3}

- d.h. Spurgerade in Parameterform : gxy:=[4*t-2,-4*t+8,0];

- Spurgerade der x-z-Ebene: y=0: solve(equate(E,[x,0,z]));   ergibt {s = -t-1, z = 2*t+5, x = -2*t, t = t}

- d.h. gxz:=[-2*t,0,2*t+5];

- Spurgerade der y-z-Ebene: x=0: solve(equate(E,[0,y,z]));   ergibt {t = t, s = t-1, z = -4*t+5, y = 4*t}

- d.h. gyz:=[0,4*t,-4*t+5];

3) Geraden und Ebenen selber konstruieren

- Gebe Punkte der Ebene an

Am einfachsten ist natürlich der Aufpunkt (t,s=0), oder t,s=1 eingesetzt

- Konstruiere eine Gerade, die in der Ebene liegt

Zuerst braucht man einen neuen Aufpunkt, der in der Ebene liegt (also für t und s Werte einsetzen).  Den Richtungsvektor erzeugt man sich, indem man das Vielfache von einem der beiden Richtungsvektoren der Ebene nimmt oder diese (auch Vielfaches) addiert.  

- Konstruiere eine Gerade, die die Ebene schneidet (Durchstoßpunkt)

Am einfachsten nimmt man einen Punkt auf der Ebene als Aufpunkt der Gerade (dieser Punkt ist gleichzeitig auch der Durchstoßpunkt). Dann nimmt man einen beliebigen Richtungsvektor, der natürlich nicht wie oben in der Ebene liegt. 

- Konstruiere eine Gerade, die nicht in der Ebene liegt und diese auch nicht schneidet

Den Richtungsvektor erzeugt man sich, indem man das Vielfache von einem der beiden Richtungsvektoren der Ebene nimmt oder diese (auch Vielfaches) addiert. Der Aufpunkt wird nun nur so gewählt, dass er nicht in der Ebene liegt. 

4) Koordinatenform der Ebenengleichung

a) Überführung in die Koordintenform und Durchstoßpunkte der Koordinatenachsen 

- Ebene:  r=[0,0,2]+s*[0,3,-1]+t*[2,0,-1]

x=2*t  => t=x/2

y=3*s  => s=y/3

z=2-s-t  => s,t eingesetzt z=2-y/3-x/2  umgeformt:  12=3*x+2*y+6*z  

- Die Durchstoßpunkte der Koordinatenachsen errechnet man durch Nullsetzen von x, y oder z:

z.B. Durchstoßpunkt der x-Achse (y=0=z): 12=3*x  => x=4  also  SPx:=[4,0,0]; 

- allgemein: A*x + B*y + C*z = D

Durchstoßpunkt der x-Achse: x = D/A

Maple:

- Eliminieren der Parameter:

solve({x=r[1],y=r[2],z=r[3]},{x,s,t});   ergibt  {s = 1/3*y, t = -z-1/3*y+2, x = -2*z-2/3*y+4},

wobei letzteres die Koordinatenform (anders geschrieben) der Ebenengleichung ist.

b) Schnittpunkt einer Geraden mit der Ebene

g:  r=[0,0,3]+[2,3,-3]*k

x=2*k  y=3*k  z=3-3*k  in die Koordinatenform (12=3*x+2*y+6*z)der Ebenengleichung eingesetzt: 

3*(2*k)+2*(3*k)+6*(3-3*k)=12

-6*k+18=12

k=1  in die Parameterform der Geradengleichung eingesetzt ergibt den Schnittpunkt: SP:=[2,3,0];

5) Schnittgerade zweier Ebenen

a) Schnittgerade zweier Ebenen in Koordinatenform

E1: x + y + z = 2

E2: x - y + z = 1

Nun wird eine Koordinate als Parameter gewählt (z.B. z = t) und die beiden Gleichungen werden nach x und y aufgelöst: man erhält eine Geradengleichung in Parameterform:

freie Variable: z = t

x + y + t = 2     => x = 2 - y - t  (wird in E2 eingesetzt)

2 - y - t - y + t = 1   => y = 1/2   => x = 3/2 - t 

x = 1.5 - t                     / 1.5 \      /-1 \

y = 0.5         => g:  r = | 0.5  |  + |  0  |  t

z = t                             \  0   /      \ 1 /

Maple:

- Definition der beiden Ebenen:

E1:= x + y + z = 2;

E2:= x - y + z = 1;

- Ersetzen von z durch den freien Parameter t und Aufloesen des Gleichungssystems nach den verbleibenden Koordinaten:

z:=t;

sol:=solve({E1,E2},{x,y});   ergibt  sol := {y = 1/2, x = 3/2-t}

- Daraus bildet man dann die Geradengleichung in Parameterform:

assign(sol):

g:=[x,y,z];   ergibt  g:=[3/2-t,1/2,t];

- Freigeben der Koordinaten:

unassign('x','y','z'):

b) Schnittgerade zweier Ebenen in Parameterform

             / 4 \      / 2 \        / 8 \                           / 6 \      / 4 \        /-2 \

E1:  r = |  6  | + |  3  | s + |  6  | t          E2:  r = |  9  | + |  6  | k + | -4  | j 

             \-2 /     \-2 /        \-2 /                           \-4 /     \-4 /         \ 6 /

(Wichtig ist, dass man vier verschiedene Parameter waehlt)

Nun setzt man die beiden Ebenen gleich und loest das ganze nach einem frei bleibenden Parameter auf (in diesem Fall k):

4 + 2 s + 8 t = 6 + 4 k - 2 j                 2 s + 8 t + 2 j = 2 + 4 k

6 + 3 s + 6 t = 9 + 6 k - 4 j                3 s + 6 t + 4 j = 3 + 6 k

-2 - 2 s - 2 t = -4 - 4 k + 6 j              -2 s - 2 t - 6 j = -2 - 4 k

Mit zum Beispiel dem Gaußverfahren lässt sich das Gleichungssystem dann auflösen:

| 2   8   2      2 + 4 k|         | 2   8   2   2- 4 k |

| 3   6   4     3 + 6 k|    => | 0 -6   1         0    |  => j = 0     t = 0     s = 1 + 2 k 

|-2  -2  -6   -2 - 4 k|         | 0   0  -3        0    |

Nun setzt man z.B. s und t in E1 ein und erhält die Parameterform der Geradengleichung.

          / 6 \     /  4 \

g:  r = |  9 | + |  6  | k          

          \-4 /     \-4 /

Maple:

_w(student):

- Definition der Ebenen:

E1:=expand([4,6,-2]+[2,3,-2]*s+[8,6,-2]*t);

E2:=expand([6,9,-4]+[4,6,-4]*k+[-2,-4,6]*j);

- Gleichsetzen und Auflösen:

sol:=solve(equate(E1,E2),{s,t,j});   ergibt sol := {t = 0, j = 0, s = 1+2*k}

- Zuweisen der Lösung: 

assign(sol);

- Aufruf der Geradengleichung durch E1; oder E2;   ergibt  [4*k+6, 6*k+9, -4*k-4]

- Definition der Geraden:

g:=%;

- Nicht vergessen vor dem Weiterrechnen die Variablen wieder frei zu geben:

unassign('s','t','j');

- Zeichnung der Ebenen und der Schnittgerade (kann man auf dem Cassiopeia vergessen):

E1:=expand([1,2,3]+[1,-1,2]*t+[1,-1,1]*s);

E2:=expand([1,0,1]+[0,1,2]*k+[2,0,1]*j);

p1:=plot3d(E1,s=-4..4,t=-4..4,axes=normal,orientation=[30,70]):

p2:=plot3d(E2,k=-4..4,j=-4..4,axes=normal,orientation=[30,70]):

p3:=plot3d(g,j=-4..4,x=-2..6,axes=normal,orientation=[30,70],thickness=3):

_w(plots):

display(p1,p2,p3,view=[0..4,0..3,0..8],orientation=[-20,65]);

c)  Schnittgerade zweier Ebenen in Parameter- und Koordinatenform

             / 4 \      / 2 \        / 8 \                        

E1:  r = |  6  | + |  3  | s + |  6  | t          E2:  x - y + z = 1;

             \-2 /     \-2 /        \-2 /                         

Nun setzt man die x-, y- und z-Komponente der Ebenengleichung in die Parametergleichung ein

4 + 2 s + 8 t - 6 - 3 s - 6 t - 2 - 2 s - 2 t = 1  

und erhält folgende vereinfachte Gleichung,

 -3*s-4 = 1

die wiederum nach s aufgelöst wird:

s = -5/3

Diese setzt man in die Parameterform der Ebenengleichung ein und erhält die Geradengleichung:

          / 2/3 \     /  8 \

g:  r = |   1   | + |  6  | t 

          \ 4/3 /     \-2 /

Maple:

- Definition der Ebenen:

E1:=expand([4,6,-2]+[2,3,-2]*s+[8,6,-2]*t);

E2:= x - y + z = 1;

- Definition der Koordinaten x, y und z:

x:=E1[1]:

y:=E1[2]:

z:=E1[3]:

- Aufruf von E2 ergibt:   -3*s-4 = 1

- Definition von s:

s:=solve(E2,s);   ergibt  s := -5/3

- Freigeben der Koordinaten:

unassign('x','y','z'):

- Aufruf der Geradengleichung durch:

E1;   ergibt   [8*t+2/3, 6*t+1, -2*t+4/3];

- Definition von g:

g:=%;

L) Lösung von linearen Gleichungssystemen

1) Gaußverfahren

Gleichungssystem (z.B. zur Berechnung des Durchstoßpunktes einer Geraden durch eine Ebene): 

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1    1   vereinfacht geschrieben:  | a11  a12  a13   b1 |  

a21*x1 + a22*x2 + a23*x3 = b2    2                                 | a21  a22  a23   b2 | 

a31*x1 + a32*x2 + a33*x3 = b3    3                                 | a31  a32  a33   b3 |   

kurz: A*vector(x) = vector(b)

A ist die Koeffizientenmatrix, die mit einem Vektor multipliziert wird

1 wird nun mit (- a21/a11) multipliziert und mit 2 addiert; ergibt 2' (ohne x1)

1 wird mit (-a31/a11) multipliziert und mit 3 addiert; ergibt 3' (ohne x1)

2' wird mit (-a32/a22) multipliziert und mit 3' addiert; ergibt 3'' (ohne x1,x2)

Danach ergibt sich folgendes Gleichungssystem, das einfach mit x3 anfangend gelöst werden kann: 

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1    1
                a22*x2 + a23*x3 = b2    2'

                                a33*x3 = b3    3''
Beispiel: 

| 1    2    3     1 |      1

| 1   -1    1     2 |      2
| 1   -2    1     3 |      3
-----------------

| 0   -3   -2      1  |      1*(-1/1) + 2 => 2'  

| 0   -4   -2      2  |      1*(-1/1) + 3 => 3'
| 0    0    2/3   2/3|      2' *(-(-4/-3)) + 3' => 3''
2/3*x3 = 2/3                   => x3=1

-3*x2 - 2*x3 = 1             => x3 eingesetzt: x2=-1

1*x1 + 2*x2 + 3*x3 = 1  => x2 und x3 eingesetzt: x1=0    

x1=0;  x2=-1;  x3=1;  
(Bei Ebenen und Geraden, deren Schnittpunkt berechnet werden soll, kommt als Ergebnis je nach Wahl der Parameter z.B. s, t und k raus, die dann noch zur Berechnung des Schnittpunktes in die jeweilige Gleichung eingesetzt werden müssen)

Maple:

_w(linalg):

A:=matrix(3,4,[1,2,3,1,1,-1,1,2,1,-2,1,3]); 

ergibt:                  [1     2    3    1]

                    A := [1    -1    1    2]

                            [1    -2    1    3]

B:=gausselim(A);

ergibt:                    [1     2     3      1 ]

                     B := [0    -3    -2      1 ]

                            [0     0    2/3    2/3]

backsub(B);   ergibt  [0, -1, 1];

d.h.: x3=1;  x2=-1;  x1=0;

2) Cramer'sche Regel

a) Lösung von Gleichungssystemen mit Determinanten

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1      vereinfacht     | a11  a12  a13   b1 |    Bsp: | 1   2   3   1 |

a21*x1 + a22*x2 + a23*x3 = b2      geschrieben:  | a21  a22  a23   b2 |            | 2   1   3   2 |

a31*x1 + a32*x2 + a33*x3 = b3                       | a31  a32  a33   b3 |           | -1  2  -1  3 |

                                                          | a11  a12  a13 |                                            

Die Lösung einer Determianten D= | a21  a22   a23 |  sieht folgendermaßen aus:
                                                          | a31  a32   a33 |      
- man streicht (gedanklich) alle Koeffizienen in der Reihe und Spalte von a11 und multipliziert diesen mit der Differenz des diagonalen Produktes von a22 mit a33 und a23 mit a32: 

a11*(a22*a33 - a23*a32)

Mit a12 und a13 wird dann genauso verfahren, wobei a12 ein negatives und a13 wieder ein positives Vorzeichen bekommt.

Hat das lineare Gleichungssystem nur eine Lösung, kann man diese auch so schreiben:

      | a11  a12  a13 |                                                | 1   2   3 |

D= | a21  a22  a23 |  = Determinante    Bsp:  D = | 2   1   3 | = 6

     | a31  a32  a33 |                                                 |-1  2  -1 |

D=  a11*(a22*a33 - a23*a32) - a12*(a21*a23 - a23*a31) + a13*(a21*a32 - a22*a31)

        | b1  a12  a13 |                          | 1  2  3 |                          

D1= | b2  a22  a23 |       Bsp:  D1 = | 2  1  3 |  =  18    => x1 = D1/D = 3

        | b3  a32  a33 |                         | 3  2 -1 |      

D1=  b1*(a22*a33 - a23*a32) - a12*(b2*a23 - a23*b3) + a13*(b2*a32 - a22*b3)  

=>  x1=D1/D

        | a11  b1  a13 |                           | 1   1   3 |

D2= | a21  b2  a23 |        Bsp:  D2 = | 2   2   3 | = 12    => x2 = D2/D =2

        | a31  b3  a33 |                           |-1   3 -1 |

D2=  a11*(b2*a33 - a23*b3) - b1*(a21*a23 - a23*a31) + a13*(a21*b3 - b2*a31) 

=>  x2=D2/D

        | a11  a12  b1 |                           | 1  2  1 |  

D3= | a21  a22  b2 |        Bsp:  D3 = | 2  1  2 | = -12    => x3 = D3/D = -2

        | a31  a32  b3 |                          |-1  2  3 |

D3=  a11*(a22*b3 - b2*a32) - a12*(a21*b3 - b2*a31) + b1*(a21*a32 - a22*a31)  

=>  x3=D3/D

Maple:

_w(linalg):

- Aufstellen und Lösen der Hauptdominante:

A:=matrix(3,3,[1,2,3,2,1,3,-1,2,-1]);

Dt:=det(A);   ergibt: Dt:=6

- Aufstellen und Lösen der drei Nebendominanten:

A1:=matrix(3,3,[1,2,3,2,1,3,3,2,-1]);

D1:=det(A1);  ergibt D1:=18

x1:=D1/Dt;   ergibt x1:=3

A2:=matrix(3,3,[1,1,3,2,2,3,-1,3,-1]);

D2:=det(A2);   ergibt D2:=12

x2:=D2/Dt;   ergibt x2:=2

A3:=matrix(3,3,[1,2,1,2,1,2,-1,2,3]);

D3:=det(A3);   ergibt D3:=-12

x3:=D3/Dt;   ergibt x3:=-2

b) Vereinfachung von Determinanten

Um sich die Rechnerei zu erleichtern kann man die Determinanten auch vereinfachen, indem man versucht, dass a11, a12 oder a13 Null (z.B. a12=0, a13=0) werden, da dann nur noch  a11*(a22*b3 - b2*a32) übrigbleibt.

       | 1   2   3 |  1. Zeile                                        |-1  1  0 |                                               |-1   0   0 |

D = | 2   1   3 |  2. Zeile   1. Zeile - 2. Zeile: D = | 2   1  3 |    2. Spalte + 1. Spalte:  D = | 2   3   3 |

       |-1   2 -1 |  3. Zeile                                        |-1  2  -1|                                               |-1   1 -1 |

       1.  2.  3. 
         Spalte
=> D = a11*(a22*b3 - b2*a32) = 6

Vorläufiges ENDE






