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Hinweis: 

In diesem Worksheet werden viele bisher benötigten Prozeduren und Formeln zusammengefasst.

Wie immer bei Prozeduren gilt, dass sie sehr schön sind, wenn sie gut funktionieren, man sich aber besser doch nicht auf sie verlässt. Also: keine Garantie für vollständige Funktionstüchtigkeit.

Vorsicht:  Die Aufrufe „with(plots):“, „with(student):“, „with(linalg):“ und „with(geom3d):“ die in einigen Prozeduren verwendet werden, funktionieren auf dem Cassiopeia nicht und müssen z.B. durch „_w(plots):“ , „_w(student):“, „_w(linalg):“ und „_w(geom3d):“ausgetauscht werden. Dies basiert auf folgendem Befehl in der Maple-ini-Datei: "_w:=proc() with(args) end: " 

Analysis

A) Kurvendiskussion

Zur Erinnerung:

An einem Maximum hat die erste Ableitung eine Nullstelle (notwendige Bedingung) und die zweite Ableitung ist negativ (hinreichende Bedingung).

An einem Minimum hat die erste Ableitung eine Nullstelle und die zweite Ableitung ist positiv

An einem Wendpunkt hat die zweite Ableitung eine Nullstelle. 

Prozedur für Kurvendiskussionen (funktioniert eigentlich bei ganzrationalen Funktionen und Exponentialfunktionen, wenn nicht bitte an mich weiterleiten (letzter Plot funktioniert manchmal nicht so ganz wie ich es gerne hätte)):

Funktion in Funktionsschreibweise eingeben und Aufruf der Prozedur durch „kudi(f)“ oder „kudi(x->a*x^2+x^4+.....)“. 

kudi:=proc(f) local i; global fs,fss,nullf,nullfs,nullfss,extr,s,ss,sss,wep,pw;  _w(plots): Digits:=5; fs:=D(f): fss:=D(fs): nullf:=evalf({solve(f(x),x)}):  nullfs:=evalf({solve(fs(x),x)}):nullfss:=evalf({solve(fss(x),x)}): extr:=[[nullfs[i],f(nullfs[i]),{fss(nullfs[i])}]$i=1..nops(nullfs)]:s:={seq(Im(nullf[i]),i=1..nops(nullf))};ss:={seq(Im(nullfs[i]),i=1..nops(nullfs))};sss:={seq(Im(nullfss[i]),i=1..nops(nullfss))};print(`Funktion`,f(x));print(`   `);  if nullf<>{ } and evalb(s[1]<>0)=true then nullf:={ } fi; if nullf<>{ } then print(`Nullstelle(n) der Funktion bei`,nullf); else print(`keine Nullstellen`); fi;  print(`   `);  print(`Erste Ableitung`,fs(x));  if nullfs<>{ } and evalb(ss[1]<>0)=true then nullfs:={ } fi; if fs(x)<>0 and nullfs<>{} then print(plot(fs(x),x=min(op(nullfs))-1..max(op(nullfs))+1)); else  if fs(x)<>0 and nullfs={} and nullfss<>{} then print(plot(fs(x),x=min(op(nullfss))-1..max(op(nullfss))+1)); else print(plot(f(x),x=-5..5,y=f(0)-5..f(0)+5)) fi; fi;  print(`   `);  print(`Zweite Ableitung`,fss(x));  if nullfss<>{ } and evalb(sss[1]<>0)=true then nullfss:={ } fi; if fss(x)<>0 and nullfss<>{} then print(plot(fss(x),x=min(op(nullfss))-1..max(op(nullfss))+1)); else print(plot(f(x),x=-5..5,y=f(0)-5..f(0)+5)) fi;  print(`   `);  if nullfss={ } or fss=0 then print(`keine Wendepunkte`); else wep:=seq([nullfss[i],f(nullfss[i])],i=1..nops(nullfss)); print(`Wendepunkt(e)`,wep);  pw:=plot([wep],style=point,symbol=circle,color=navy): fi;  print(`   `); if extr=[ ] then print(`keine Kandidaten für Extrema`) else print(`Kandidaten für Extrema`,extr) fi;  print(`   `);  for i from 1 to nops(nullfs) do if fss(nullfs[i]) > 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Minimum`)  else if fss(nullfs[i]) < 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Maximum`) else  if fss(nullfs[i]) = 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Wendepunkt`)  fi; fi; fi; od;  print(`   `);  if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi;  print(`   `);  print(`Grenzwerte der Funktion`); print(Limit(f(x),x=infinity)=limit(f(x),x=infinity)); print(Limit(f(x),x=-infinity)=limit(f(x),x=-infinity)); if nullf={ } and nullfs={ } and nullfss={ } then print(plot(f(x),x=-5..5,y=f(0)-5..f(0)+5)); fi; if nullf={ } and nullfs<>{ } then plot(f(x),x=(min(op(nullfs))-1)..(max(op(nullfs))+1)) else if nops(nullfs)>=2 then display(plot([seq([nullf[i],0],i=1..nops(nullf))],style=point,symbol=circle,color=blue),plot(f(x),x=(min(op(nullfs))-1)..(max(op(nullfs))+1))); else if nullf={ } and nullfss={ } then print(plot(f(x),x=-5..5,y=f(0)-5..f(0)+5))  else display(plot([seq([nullf[i],0],i=1..nops(nullf))],style=point,symbol=circle,color=blue),plot(f(x),x=(min(op(nullf))-1)..(max(op(nullf))+1))); fi;  fi;  fi; end:
1) Kurvenscharen und Isoklinen

a) Kurvenscharen

Funktionen, die außer der Variablen x eine weitere Variable z.B. t haben, bilden, eingezeichnet in eine Schaubild, eine Kurvenschar. Nullstellen, Extrema und Wendepunkte, im Extremfall sogar das ganze Verhalten der Funktion selbst können von diesem t abhängen. Eine Funktionsuntersuchung führt man wie gewohnt durch, achtet aber bei den Ergebnissen auf die Definitionsmenge von t und mögliche Wertemenge der Lösung.

Punkte, die nicht von t abhängen sind gemeinsame Punkte aller Scharkurven. Für sie muss gelten: f(t1) = f(t2) (genaueres siehe unten)

Rechenbeispiel mit Maple:

Führe eine Funktionsuntersuchung der Funktion f(x) = x^3 - t * x^2 , t ( IR durch. 

> f:=x->x^3-t*x^2:

Schaubild der Kurvenschar:

> plot({seq(f(x),t=-3..3),-1/2*x^3},x=-4..4,y=-4..4);

Nullstellen der Funktion:

> nullf:={solve(f(x)=0,x)};

                           nullf := {0, t}

Ableitungen:

> fs:=D(f);

> fss:=D(fs);

Nullstellen der ersten Ableitung:

> nullfs:={solve(fs(x)=0,x)};

                         nullfs := {2/3 t, 0}

Kandidaten für Extrema; in Mengenklammern steht der Wert der zweiten Ableitung an dieser Stelle, der Auskunft gibt, ob es sich bei dem Punkt um ein Maximum oder Minimum handelt:

> extr:=seq([nullfs[i],f(nullfs[i]),{fss(nullfs[i])}],i=1..nops(nullfs));

                                          3

          extr := [2/3 t, - 4/27 t , {2 t}], [0, 0, {-2 t}]

Nullstellen der zweiten Ableitung:

> nullfss:={solve(fss(x)=0,x)};

                          nullfss := {1/3 t}

Wendepunkte; in Mengenklammern steht der Wert der dritten Ableitung an dieser Stelle, der Auskunft gibt, ob es sich bei dem Punkt tatsächlich um einen Wendepunkt handelt ( WP, wenn fsss(xwep) ungleich Null ist):

> wep:=seq([nullfss[i],f(nullfss[i]),{fsss(nullfss[i])}],i=1..nops(nullfss));

                                           3

                    wep := [1/3 t, - 2/27 t , {6}]

Hoffentlich ?! überschaubare Prozedur zur Kurvendiskussion von Kurvenscharen:

Aufruf durch kudit(x->a*x^2+b*t*x+...)

kudit:=proc(f) local i; global fs,fss,fsss,nullf,nullfs,nullfss,extr,wep; fs:=D(f); fss:=D(fs); fsss:=D(fss); nullf:={solve(f(x)=0,x)}; nullfs:={solve(fs(x)=0,x)}; nullfss:={solve(fss(x)=0,x)};extr:=seq([nullfs[i],f(nullfs[i]),{fss(nullfs[i])}],i=1..nops(nullfs)); wep:=seq([nullfss[i],f(nullfss[i]),{fsss(nullfss[i])}],i=1..nops(nullfss)); if nullf={ } then print(`Keine Nullstellen`); else print(`Nullstellen der Funktion`,nullf); fi; if nullfs={ } or fs(x)=0 then print(`Keine Kandidaten für Extrema`); else print(`Kandidaten für Extrema`,extr); fi; if nullfss={ } or fss(x)=0 then print(`Keine Kandidaten für Wendepunkte`); else print(`Kandidaten für Wendepunkte`,wep); fi; end:

Gemeinsame Punkte von Scharkurven

Zur Berechnung von gemeinsamen Punkten  von Scharkurven gibt es zwei Möglichkeiten:

1.Methode:

Es muss gelten: f(t1) = f(t2)         für t1 ungleich t2

x^3 – t1 * x^2 = x^3 – t2 * x^2 

          t1 * x^2 = t2 * x^2               ist nur erfüllt für x^2 = 0 also x = 0

=> alle Scharkurven gehen durch den Punkt (0,0)

2.Methode

Man leitet die Funktion nach dem Parameter t ab und setzt die abgeleitete Funktion gleich Null. 

-x^2 = 0       =>   x1 = 0   x2 = 0

=> alle Scharkurven gehen durch den Punkt (0,0)

Maple:

> solve(diff(f(x),t)=0,x);

                                 0, 0

Fallunterscheidung

Haben die Scharkurven an dem gemeinsamen Punkt eine einfache Nullstelle, so handelt es sich um einen Schnittpunkt aller Scharkurven.

Schnittpunkt:

Für einen Schnittpunkt muss nur folgende Bedingung erfüllt sein:

f(x0) = g(x0)

Handelt es sich hingegen um eine Doppelte Nullstelle, wie im oberen Beispiel, so ist es ein Berührpunkt aller Kurven. 

Berührpunkt:

Für einen Berührpunkt muss zusätzlich zur oberen Bedingung noch folgende Bedingung erfüllt sein:

f‘(x0) = g‘(x0)  oder auch 

Die Funktion (f(x0) – g(x0)) hat eine doppelte Nullstelle.

z.B. x^3 – t1 * x^2 – x^3 + t2 * x^2 = 0

                                   x^2 * (t2 – t1) = 0    hat eine doppelte Nullstelle für x = 0, 0

b) Isoklinen

Isoklinen aus der Ableitung:

Zeichnet man eine Kurve durch alle Punkte mit der gleichen Steigung c so erhält man eine Isokline. Ein Sonderfall ist die Ortskurve der Extrema, da an diesen Punkten die Steigung Null ist. 

Beispiel: Ortskurve der Extrema der Funktion f(x) = x^3 – t x^2

Ableiten, Nullsetzen und nach t auflösen:

f‘(x) = 3 x^2 – 2 t x 

f‘(x) = 0 = 3 x^2 – 2 t x 
(allgemein: f‘(x) = c)

=> t = 3/2 x

In f(x) einsetzen ergibt die Ortskurve der Extrema:

yextr = -1/2 x^3

Maple: 

> fs:=D(f);

> fss:=D(fs);
Ortskurve der Extrema:

> yextr:=subs(t=solve(fs(x),t),f(x));

Ortskurve der Wendepunkte:

> ywep:=subs(t=solve(fss(x),t),f(x));

Isoklinenschar:

> yiso:=subs(t=solve(fs(x)=c,t),f(x));

Isoklinen aus der Differenzialgleichung

f(x) = -x(x – t) = -x^2 + t*x

f‘(x) = -2*x + t 

t eliminiert und nach f‘(x) aufgelöst ergibt sich folgende Differenzialgleichung:

f‘(x) = f(x)/x – x 
f‘(x) = konstant = c

In die Differenzialgleichung eingesetzt und nach f(x) aufgelöst:

fiso(x) = (c + x) * x

Maple:

> f:=x->-x^2 + t*x;

                                     2

                         f := x -> -x  + t x

Ableitung:

> fs:=D(f);

                         fs := x -> -2 x + t

Differenzialgleichung:

> solve({y=f(x),ys=fs(x)},{t,ys});

                                  2                   2

                                x  - y       y + x

                     {ys = -------, t = -------}

                                  x              x

Isoklinenschar:

> solve(c=-(x^2-y)/x,y);

                              (c + x) x

2) Tangente und Schaubild

Gut zu gebrauchen sind folgende Gleichungen:

                                  y - y1 

Punktsteigungsform: ------- = m
ergibt aufgelöst nach y die Hauptform

                                  x - x1

                           y - y1       y2 - y1

Zweipunkteform:-------- = ---------    ergibt nach y aufgelöst ebenfalls die Hauptform

                           x - x1       x2 - x1

a) Tangente im Punkt (u / f(u))

Die Steigung der Tangente in einem Punkt (u / f(u)) entspricht dem Wert der Ableitung an dieser Stelle.

- Aufstellen der Punktsteigungsform und Auflösen nach y ergibt die Hauptform der Tangetengleichung:

   y - f(u) 

 --------- = m = f'(u)

=> y = f'(u) (x - u) + f(u)


    x - u

b) Tangente vom Punkt (xp / yp) an das Schaubild der Funktion

1. Methode: Man verschiebt die Tangente in einem Punkt so lange bis sie durch den Punkt (xp / yp) geht. 

- Aufstellen der Tangentengleichung in einem allgemeinen Punkt (siehe oben):

y = f'(u) (x - u) + f(u)


- Diese Gerade muss durch den Punkt (xp / yp) gehen:

yp = f'(u) (xp - u) + f(u)

- Diese Gleichung muss man nun nach u auflösen und erhält den Berührpunkt der Tangenten mit dem Schaubild der Funktion. 

2. Methode: Man hält den Punkt (xp / yp) fest und verändert die Steigung der Geraden so lange, bis sie nur noch einen Schnittpunkt mit der Kurve hat (funktioniert nicht in allen Fällen; Methode 1 ist zuverlässiger). 

                                     y - yp 

- Punktsteigungsform: ------- = m
=> y = m(x - xp) + yp

                                     x - xp

- Gleichsetzen von der Geradengleichung in Hauptform mit der Funktion f(x):

f(x) = m(x - xp) + yp

- Auflösen nach x ergibt einen Term, bei dem darauf geachtet werden muss, dass es nur eine Lösung gibt. z.b. sqrt(b^2 - 4 a c)  => eine Lösung für  b^2 - 4 a c =0   

Kleine Aufgaben gerechnet mit Maple:

1) Bestimme zur Funktion f(x)=2 e^x den Schnittpunkt der Tangente zu x=0 mit der x-Achse.

Punktsteigungsform:

> PSF:=(y-f(u))/(x-u)=fs(u);

                                    y - f(u)

                       PSF := -------- = fs(u)

                                     x - u

Funktion und Ableitung in Funktionsschreibweise:

> f:=x->2*exp(x);

                          f := x -> 2 exp(x)

> fs:=D(f);

                         fs := x -> 2 exp(x)

> u:=0:

> PSF;

                              y - 2

                              ----- = 2

                                x

Berechnung der Nullstelle der Tangente:

> y:=unapply(solve(PSF,y),x);

                          y := x -> 2 + 2 x

> solve(y(x),x);

                                  -1

2) Lege von dem Punkt P[2,5] die Tangente an das Schaubild der Funktion f(x)=2 e^x -1.

Freigeben der belegten Variablen:

> u:='u': y:='y':

> f:=x->2*exp(x)-1;

                        f := x -> 2 exp(x) - 1

> PSF;

                     y - 2 exp(u) + 1

                     ---------------- = 2 exp(u)

                          x - u

Einsetzen des Punktes:

> x:=2: y:=5:

> PSF;

                       6 - 2 exp(u)

                       ------------ = 2 exp(u)

                          2 - u

Auflösen nach u liefert den gesuchten x-Wert des Berührpuntes der Tangente:

> u:=fsolve(PSF,u);

                                u := 0

Freigeben der Variablen:

> x:='x': y:='y':

Gleichung der Tangente in Hauptform:

> y:=unapply(solve(PSF,y),x);

                          y := x -> 1 + 2 x

3) Bestimmung von Polynomen

Für einen Polynom n-ten Grades braucht man zu seiner Bestimmung n + 1 Bedingungen.

Rechenbeispiel mit Maple:

Das Schaubild eíner Funktion hat eine Nullstelle für x = 0, ein Extremum bei (2 / 2) und einen Wendepunkt für x = 3.

Für einen Polynom dritten Grades setzt man an:

> f:=x->a*x^3+b*x^2+c*x+d;

                                     3         2

                   f := x -> a x  + b x  + c x + d

> fs:=D(f);

                                           2

                    fs := x -> 3 a x  + 2 b x + c

> fss:=D(fs);

                       fss := x -> 6 a x + 2 b

Aufstellen der Bedingungen und Lösen der Gleichungen:

> sol:=solve({f(0)=0,f(2)=2,fs(2)=0,fss(3)=0},{a,b,c,d});

              sol := {a = 1/10, c = 12/5, b = -9/10, d = 0}

Zuweisen der Lösung:

> assign(sol);

Ausgabe des Polynoms:

> f(x);

                                3            2

                      1/10 x  - 9/10 x  + 12/5 x

Sind dagegen nur Punkte gegeben so geht dies einfacher mit dem Befehl "interp":

Beispiel für Punkte: (1 / 3) , (2 / 2) , (5 / 1) , (6 / 3)

x-Komponente der Punkte:

> X:=1,2,5,6;

                           X := 1, 2, 5, 6

y-Komponente der Punkte:

> Y:=3,2,1,3;

                           Y := 3, 2, 1, 3

Funktion: 

> interp([X],[Y],x);

                            3          2

                   1/12 x  - 1/2 x  - 1/12 x + 7/2

4) Verschiebung von Funktionen

Verschiebung in x-Richtung um x0 nach rechts:

f(x) = m x      => f(x) = m (x – x0) 

macht man hingegen f(x) = m x – x0 so ist die Funktion um x0/m verschoben: f(x) = m (x – x0/m)

Verschiebung in y-Richtung:

Den y-Achsenabschnitt ändert man durch Addition oder Subtraktion von y0:

f(x) = m x + y0   Verschiebung nach oben

B) Extremwertprobleme mit und ohne Nebenbedingung

Zur Erinnerung:

Aus einer Zielfunktion (Funktion, die unter Einhaltung der Nebenbedingung eine maximalen Wert erreichen soll) und einer Nebenbedingung wird eine neue Funktion aufgestellt, die auf Extrema untersucht wird (x-Wert des Extremums mit den Koordinaten [ x / f(x) ] ist gesuchte Zahl x).  

1) Extremwertprobleme ohne Nebenbedingungen

Berechne den größten Abstand zwischen x^4-x^2 und x^2. 

Schaubild der beiden Funktionen:

> plot({x^4-x^2,x^2},x=-1.5..1.5,y=-0.5..3);

Zielfunktion:

> fz:=x->x^2-(x^4-x^2);

Mit dieser Funktion muss nun eine Kurvendiskussion durchgeführt werden. 

Ergebnis: Maxima bei [1,1] und [-1,1]

               Minimum bei [0,0]

d.h. für x = +- 1 ist der Abstand von x^4-x^2 und x^2 am größten.

2) Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Die Seiten eines Rechtecks mit dem Umfang von einem Meter sollen so bestimmt werden, dass die Fläche maximal wird.

Fläche (Zielfunktion):

> A:=x*y;

Umfang (Nebenbedingung):

> x+y=1;  

Auflösen nach y und Einsetzen in A:

> y:=solve(x+y=1,y);   ergibt  y := -x + 1

> expand(A);   ergibt  -x^2  + x

Extremauntersuchung von A:

Ableitung: 

> As:=diff(A,x);   ergibt As := -2 x + 1

Nullstelle der Ableitung ist Extremakandidat:

> x:=solve(As,x);   ergibt  x := 1/2

> y;   ergibt  1/2

> A;   ergibt ¼

Freigeben der Variablen:

> unassign('x','y');

d.h. die maximale Fläche von1/4 m^2 wird für x=0.5m=y erreicht. 

Aufgaben mit mehreren Nebenbedingungen laufen nach genau dem selben Schema ab. 

ex(Zielfunktion,Nebenbedingung); gibt den x-Wert, den y-Wert und das Ergebnis der Zielfunktion an (Zielfunktion und Nebenbedingung als Terme eingeben / Prozedur ist nicht für mehrere Nebenbedingungen geeignet). 

ex:=proc(z,n) global ys,zs,xm,ym,zm,nullst,pr,pl; ys:=solve(n,y); zs:=subs(y=ys,z); xm:=solve(diff(zs,x)); ym:=subs(x=xm,ys); zm:=subs(x=xm,zs); nullst:={solve(zs,x)}; pr:=print('xm',xm,'ym',ym,'zm',zm); pl:=plot(zs,x=min(op(xm))-4..max(op(xm))+4); end:
C) Gerade oder Parabel durch Messpunkte

Zur Erinnerung:

Bei einem Versuch werden die gemessenen Ergebnisse in ein Schaubild übertragen und eine Vermutung gemacht ob sich eine Gerade oder eine Parabel möglichst genau durchzeichnen lässt. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Quadrat mit Seitenlänge des Abstandes zwischen Punkt und z.B. Gerade) werden die besten Koeffizienten ausgerechnet. 

Ausgabe der Punkte und der mit der mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate z.B. berechneten  Gerade, der optimalen Steigung, der Wert der zweiten Ableitung an der Zielfunktion und der Gerade durch Aufrufen von: pr([x-Werte der Punkte],[f(x)-Werte der Punkte]).

Wenn die Punkte zu einer Parabel gehören, f(x) und fg(t) in z.B. a*x^2 und aopti*t^2 ändern.

pr:=proc(x,y) local i; global f,s,ss,sss,aopti,am,fg,p1,p2,xw,yw,pr; _w(plots): f := x->a*x; s:= (add((f(x[i])-y[i])^2,i=1 .. nops(x))); ss :=diff(s,a); sss :=diff(ss,a); aopti := solve(ss,a);  am:=subs(a=aopti,sss); fg:=t->aopti*t; p1:='plot([seq([x[i],y[i]],i=1 .. nops(x))],style=point)': p2:='plot(fg(t),t)': xw:=(min(op(x))-1)..(max(op(x))+1); yw:=(min(op(y))-2)..(max(op(y))+2); pr:=print('aopti',aopti,'Ableitung',am,'Gerade',fg(t)); display(p1,p2,view=[xw,yw]); end:
Beispiele für Punkte:

pr([0.4, 1, 1.5],[1.5, 4.5, 8])

pr([-1,0.4, 1, 1.5,2,2.6],[-4.8,1.5, 4.5,8,10,12.2])

D) Integration

1) Bestimmte Integrale

a) Fläche unter einer Kurve 

Zur Erinnerung:

Will man sich die ungefähre Fläche unter einer Kurve ausrechnen, so unterteilt man sie in mehrere Rechtecke mit dem Flächeninhalt Delta x * f(x) und addiert diese von a bis b. Lässt man Delta x gegen Null gehen erhält man die genaue Fläche. Diese Fläche entspricht dem bestimmten Integral von f(x) von a bis b. 
Hauptbefehle:

> _w(student):

> ms:=expand(value(middlesum(f(x),x=a..b,n)));  Mittelsumme (Zwischensumme)

> l:=value(limit(ms,n=infinity));                             Grenzwert der Mittelsumme

Nach der Prozedur zuerst f(x) in Funktionsschreibweise definieren und danach pri(a,b,nb) aufrufen; a,b ist der Bereich von links nach rechts und nb die Anzahl der Rechtecke, die innerhalb dieses Bereiches eingezeichnet werden sollen. Ausgegeben werden Mittelsumme, Grenzwert (an den sich die Mittelsumme annähert) und die Stammfunktion. Mit rb,lb und mb kann man auch Rightbox, Leftbox und Middelbox ausgeben lassen.

pri:=proc(a,b,nb) global n,ls,lb,rs,rb,ms,mb,l,F,pl,punkte,pp,pr,p; _w(plots): _w(student): ls:=expand(value(leftsum(f(x),x=a..b,n))): lb:=leftbox(f(x),x=a..b,nb): rs:=expand(value(rightsum(f(x),x=a..b,n))): rb:=rightbox(f(x),x=a..b,nb): ms:=expand(value(middlesum(f(x),x=a..b,n))): mb:=middlebox(f(x),x=a..b,nb): l:=value(limit(ms,n=infinity)): F:=x->int(f(x),x): pl:=plot(l,view=1..nb): punkte:=[seq([n,ms],n=2..nb)]: pp:=plot(punkte,view=1..nb,style=point): _w(plots): pr:=print(`Mittelsumme`,ms,`Grenzwert`,l,`Integral`,F(x)); p:=display(pl,pp): end:
b) Mittelwert

Formel zur Berechnung des Mittelwertes:

> _f:=1/(t2-t1)*int(f,t=t1..t2);

Funktion:

> f:=t->-t^2+4;

                             3            3

                  - 1/3 t2  + 1/3 t1  + 4 t2 - 4 t1

> _f;   ergibt    ---------------------------------

                               t2 - t1

Werte für t1 und t2:

> t1:=-2; t2:=2;

Mittelwert:

> _f;   ergibt  8/3

c) Fläche zwischen zwei Kurven

Beide Funktionen:

> f:=x->x^4-x^2;

> g:=x->x^2;

Schaubild:

> plot({f(x),g(x)},x=-2..2,y=-0.5..

Schnittpunkte der Kurven:

> ab:={solve(f(x)=g(x),x)};   ergibt ab := {sqrt(2), -sqrt(2), 0}

Unterteilung der Gesamtfläche in zwei Teilflächen, wegen Vorzeichenproblemen

> A:=A1+A2;

Berechnung der beiden Teilflächen von Schnittpunkt zu Schnittpunkt:

> A1:=int(g(x)-f(x),x=-sqrt(2)..0);   ergibt A1 := (8/15)*sqrt(2)

> A2:=int(f(x)-g(x),x=sqrt(2)..0);   ergibt A2 := (8/15)*sqrt(2)

Gesamtfläche: 

> A;   ergibt (16/15)*sqrt(2)

2) Unbestimmte Integrale 

Bei unbestimmten Integralen integriert man nicht von a bis b, sondern von -x bis x, die ins Unendliche reichen.

Regeln: f(x) = x^n               => F(x) = 1/(n+1) * x^(n+1)

             f(x) = a*f(x)           => F(x) = a*F(x)

             f(x) = g(x)+-h(x)    => F(x) = G(x)+-H(x)

             f(x) = u(r*x+s)     => F(x) = 1/r*U(r*x+s)

Integralfunktion

Integralfunktion der Funktion f(x) zur Stelle a:

          x

        /

Ia = |  f(t) dt = Fa(x)

       /

       a

Die Integralfunktion hat an der Stelle a eine Nullstelle. Graphisch lässt sie sich skizzieren, indem man zunächst eine Stammfunktion einzeichnet und diese dann so verschiebt, bis sie an der Stelle a eine Nullstelle hat. 

Maple: Wie lautet die Integralfunktion zur Funktion f(x) = x^2 – 2 * x an der Stelle 2?

> f:=x->x^2-2*x:

Integralfunktion zur Stelle 2:

> Ia:=int(f(t),t=2..x);

                                       3             2

                       Ia := 1/3 x  + 4/3 - x

E) Rotationskörper

Zur Erinnerung:

Lässt man z.B. eine Gerade f(x)=x um die x-Achse rotieren erhält man als Rotationkörper einen Kegel mit bestimmten Volumen. Zur Berechnung des ungefähren Volumens unterteilt man die Fläche unter der Funktion in kleine Rechtecke mit dem Flächeninhalt Delta x *f(x) und lässt diese um die x-Achse rotieren und erhält man kleine Zylinder. Das genaue Volumen ergibt sich, wenn man Delta x gegen Null gehen lässt - man erhält das bestimmte Integral von a bis b- und errechnet sich daraus das Volumen. Dies kann man natürlich auch mit anderen (parametrisierten) Funktionen machen.

Zeichnung von Rotationkörper:

> _w(plots):

> tubeplot([0,x,0],x=a..b,radius=f(x),scaling=constrained,axes=framed,grid=[10,20],orientation=[20,70])

Volumen von Rotationskörpern:         V:=Pi*(int((f(x))^2,x=a..b)

Zylinder: f(x)=radius=2                      V:=Pi*(int((r)^2,x=0..x);                        V:=Pi*r^2*x

Kegel:     f(x)=radius=r/h*x                V:=Pi*(int((r/h*x)^2,x=0..h);                  V:=1/3*Pi*r^2

Kugel:     f(x)=radius=sqrt(r^2-x^2)     V:=2*Pi*(int((sqrt(r^2-x^2)^2,x=0..r);     V:=4/3*Pi*r^3

Zwei Rotationskörper ineinander: V:=abs(Pi*(int((f(x))^2-(g(x))^2,x=a..b)));

F) Parametrisierten Funktionen

Zur Erinnerung:

Die im Schaubild zu sehende Funktion f ergibt sich aus zwei von dem Parameter t abhängigen Funktionen für x und y. Berechnung der Fläche unter der Kurve durch Integration der Flächenstücke dA: A=int(dA) mit dA=y*dx und dx=x'(t)*dt ergibt A=int(x'(t) dt*y(t)).

Die Strecke S wird mit Hilfe des Satzes des Pythagoras ausgerechnet: ds=sqrt(dy^2+dx^2) mit dx=x'(t) dt und dy=y'(t) dt ergibt int(y'(t)^2+x'(t)^2  dt).

Hinweis: Die Flächenstücke können sowohl positiv als auch negativ sein (orientierte Fläche). Links des orientierten Weges ist die Fläche negativ, rechts dagegen positiv. 

Zeichnung:

> plot([x(t),y(t),t=t1..t2],x=a..b);

Kreis: x:=t->cos(t);

          y:=t->sin(t);

          xs:=D(x);

          ys:=D(y);

Fläche:  A:=int(y(t)*xs(t),t=t1..t2);

Strecke:   S:=int(sqrt((ys(t))^2+(xs(t))^2,t=t1..t2);

Ausgabe der Fläche A und der Strecke S durch ppar(x(t),y(t),t1,t2), also ppar(t->cos(t),t->sin(t),0,2*Pi);

ppar:=proc(x,y,t1,t2) global xs,ys,A,S,pr,pl; xs:=D(x); ys:=D(y); A:=abs(int(y(t)*xs(t),t=t1..t2));  S:=int(sqrt((ys(t))^2+(xs(t))^2),t=t1..t2); pr:=print(`Flaeche`,A,`Strecke`,S); pl:=plot([x(t),y(t),t=t1..t2],scaling=constrained); end:
G) Folgen

Zur Erinnerung:

Bei einer Folge wird einer natürlichen Zahl durch eine Funktionsvorschrift n->a(n) ein Wert zugeordnet. Daraus ergeben sich Punkte mit den Koordinaten [n,a(n)]. Diese Folge lässt sich auf verschiedene Merkmale untersuchen: 

1) Folgen zeichnen

Aufruf durch z.B.: plf(n->1/n+3,1,10); Ausgegeben wird eine Folge von n1 bis n2, der Grenzwert der Folge und ein Schaubild mit beidem.

plf:=proc(a,n1,n2) global g,n,s,pl1,pl2,pr,d;  g:=limit(a(n),n=infinity); s:=evalf([seq([n,a(n)],n=n1..n2)]); pl1:=plot(s,style=point):  pl2:=plot(g,n1..n2): with(plots): pr:=print(s,`Grenzwert`,g); d:=display(pl1,pl2); end:
2) Monotonie

monoton steigend:

> solve(a(n)<a(n+1),n);

> solve(a(n)<a(n+1),{n});

monoton fallend:

> solve(a(n)>a(n+1),n);

> solve(a(n)>a(n+1),{n});

3) Beweisen und Bestimmen von Schranken

Eine Schranke ist z.B immer der Grenzwert (wenn es einen gibt):

> g:=limit(a(n),n=infinity);

- Bei monoton fallenden Folgen muss: solve(a(n)>g,n); oder solve(a(n)>g,{n}); wahr sein.

- Bei monoton steigenden Folgen muss: solve(a(n)<g,n); oder solve(a(n)<g,{n}); wahr sein.

Für das g (den Grenzwert) kann man natürlich jede vermutete Schranke einsetzen.

Man kann den Grenzwert einem Term auch ansehen:

> C:=(a[k]*n^k+a[k-1]*n^(k-1)+...+a[0])/( b[l]*n^l+b[l-1]*n^(l-1)+...+b[0]);

                          k             (k - 1)

                    a[k] n  + a[k - 1] n  + . . . + a[0]

               C := ----------------------------------

                          l             (l - 1)

                    b[l] n  + b[l - 1] n +. . .  + b[0]

- k > l (Grad des Zählerpolynoms größer als Grad des Nennerpolynoms) 

  > limit(C, n=infinity) = infinity    

Folge ist divergent

- k = l:

  > limit(C, n=infinity) = a[k]/b[l]

Grenzwert: Folge ist konvergent

- k < l:

  > limit(C, n=infinity) = 0


Nullfolge

4) Definitionen

- Monotonie: monoton fallend: a(n) >= a(n+1)  streng: a(n) > a(n+1)  f.a.n

                      monoton steigend: a(n) <= a(n+1)  streng: a(n) < a(n+1)  f.a.n

- Beschränkt: nach oben beschränkt: a(n) <= S  f.a.n

                       nach unten beschränkt: a(n) >= S  f.a.n

- Konvergent: Folgen mit Grenzwert: monoton und beschränkt:  Zu jedem  epsilon > 0 gibt es ein n0, so dass epsilon  > | g - a(n) | für  alle n > n0 <=> g = lim a(n) mit n ->infinity  

Untersuchung der Konvergenz:  Achtung!!

g:=limit(a(n),n=infinity);

sol:=evalf(solve(abs(a(n)-g) = oder < epsilon,n));

- Divergent: Folgen ohne Grenzwert

Achtung, Achtung, Achtung!!!!!!!!

Epsilontik: | a(n) -g | < epsilon

- für den allgemeinen Fall:  solve(abs(a(n)-g) = epsilon,n)

- für einen bestimmten Wert:  solve(abs(a(n)-g) < 1/500,n)  und auch nicht {n} verwenden, da sonst ein falsches Ergebnis rauskommt (Beispiel mit a:=n->5/(n+4)). 

5) Anwendung: Differenzenquotient  Achtung!!

Zur Erinnerung:

Beim Differenzenquotienten lässt man Delta x gegen Null gehen. Dies kann man natürlich auch mit der Nullfolge 1/n machen und erhält eine Differenzenquotientfolge.

Befehlsfolge:

> dq:=(f(x+1/n)-f(x))/(1/n);                              Differenzenquotientfolge

> g:=limit(a(n),n=infinity);                                Grenzwert der Differenzenquotientfolge

> sol:=solve(abs(a(n)-g) = oder < epsilon,n);     Untersuchung der Konvergenz 

Aufruf durch z.B. prdiffqu(x->x^2,epsilon) für den allgemeinen Fall, oder prdiffqu(x->x^2,1/500) mit konkretem Epsilonwert. Ausgegben wird die Folge des Differenzenquotienten, der Grenzwert dieser Folge und die Untersuchung der Konvergenz mit | a(n) - g | < epsilon, aufgelöst nach n0. 

prdiffqu:=proc(f,epsilon) global dq,dx,n,a,g,sol,pr; dq:=(f(x+dx)-f(x))/dx; dx:=1/n; a:=n->dq; g:=limit(a(n),n=infinity); sol:=solve(abs(a(n)-g)<epsilon,n); print(`Folge`,a(n),`Grenzwert`,g,`Epsilontik`,sol); end:
6) Anwendung: Untersumme 

Zur Erinnerung:

Bei der Untersumme lässt man Delta x gegen Null gehen. Dies kann man natürlich auch mit der Nullfolge 1/n machen und erhält eine Untersummenfolge.

Dies sind die Befehle zur Berechnung der Untersumme, des Grenzwerts der Untersumme und der Untersuchung der Konvergenz/des Grenzwertes  der Untersummenfolge:

> _w(student): 

> ls := leftsum(f(x),x=a..b,n);                                  Untersumme

> leftbox(f(x),x=a..b,nb);                                        Zeichnung der Untersumme

> g:=value(limit(ls,n=infinity));                                Grenzwert der Untersumme

> sol:=evalf(solve(abs(ls-g)= oder < epsilon,n));     Epsilontik

Aufruf der (viel zu schwierig aufzurufenden) Prozedur durch z.B. prusu(x->x^2,a,b,epsilon,nb); oder mit Werten: prusu(x->x^2,0,1,1/5000,10); Ausgegeben wird die Untersumme, eine Untersummenfolge (von 1 bis nb), der Grenzwert der Untersummenfolge und | ls - l | = epsilon aufgelöst nach n (Untersuchung der Konvergenz/des Grenzwertes).   Achtung!!!!!

prusu:=proc(f,a,b,epsilon,nb) global ls,g,sol,fol,pr;  with(student):   ls :=value( leftsum(f(x),x=a..b,n));   g:=value(limit(ls,n=infinity));   sol:=evalf(solve(abs(ls-g)=epsilon,n)); fol:=evalf(seq(ls,n=1..nb)); pr:=print(`Untersumme`,ls,`Untersummenfolge`,fol,`Grenzwert`,g,`Epsilontik`,sol);  leftbox(f(x),x=a..b,nb); end:
7) Besondere Folgen

a) Arithmetische Folge: Jedes Folgenglied ist das arithmetische Mittel seiner Nachbarn. 

rekursive Schreibweise:

> a(n)=(a(n-1)+a(n+1))/2;

explizite Schreibweise:

> collect(rsolve(a(n)=(a(n-1)+a(n+1))/2,a(n)),n);   ergibt: (-a(0) + a(1)) n + a(0)

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder ist konstant.

> d=a(1)-a(0);  ergibt: a(n)=d*n+a(0);

 weitere Möglichkeit der Definiton einer arithmetischen Folge: 

> a(n)=a(n-1)+d;

explizit:

> simplify(rsolve(a(n)=a(n-1)+d,a(n)));  ergibt: a(0) + d n

b) Geometrische Folge: Jedes Folgenglied ist das geometrische Mittel seiner Nachbarn.

rekursive Schreibweise:

> a(n)=sqrt(a(n-1)*a(n+1));

explizite Schreibweise:

> a(n)=a(0)*q^n;

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Folgenglieder ist konstant.

> q=a(n+1)/a(n) =(a(0)*q^(n+1))/(a(0)*q^n)

weitere Möglichkeit der geometrischen Folge:

> a(n+1)=q*(a(n));

explizit:

> rsolve(a(n+1)=q*(a(n)),a(n));  ergibt:  a(0)*q^n

8) Reihen 

a) Arithmetische Reihe

Def: Ist i eine arithmetische Folge, so heisst die Folge s(n) mit s(n)= i1 + i2 + i3 +...+1n  eine arithmetische Reihe. 
  z.B. factor(simplify(sum(i,i=1..n)))    (1+2+3+4+...)   ergibt: n/2*(n+1)

  z.B. sum((2*i+1),i=0..n)    (1+3+5+7+9+...)    ergibt: (n+1)^2

  z.B. factor(simplify(sum((2*i),i=1..n)))    (2+4+6+8+10+...)   ergibt:  n*(n+1)

b) Geometrische Reihe

Def: Ist a*q^n eine geometrische Folge, so heisst die Folge s(n) mit s(n)= a*q^0 + a*q^1 + a*q^2+...+a*q^n  eine geometrische Reihe mit Anfangswert a und Quotient q. 

> simplify(sum(a*q^i,i=1..n));    ergibt:  a*(q^(n+1)-q)/(q-1)    vereinfacht: a*(1-q(n+1))/(1-q)

Für eine geometrische Reihe gilt: für | q | < 1 ist a*q^n eine Nullfolge mit Grenzwert a/(1-q)

                                                      für | q | > 1 ist a*q^n divergent

9) Beweisverfahren der Vollständigen Induktion

folgendes ist zu Beweisen:               

Sum(4*i-1,i=1..n)=n*(2*n+1);

                      n

                    -----

                     \

                      )   (4 i - 1) = n (2 n + 1)

                     /

                    -----

                    i = 1

- erster Induktionsschritt (Induktionsanfang): n=1:   3=3  ist erfüllt

- zweiter Induktionsschritt: Schluss von n auf n+1

  für n wird nun n+1 eingesetzt:

Sum(4*i-1,i=1..(n+1))=(n+1)*(2*(n+1)+1);

                     n + 1

                     -----

                      \                                                       2        

                       )   (4 i - 1) = (n + 1) (2 n + 3) = 2 n + 5 n + 3
                      /

                     -----

                     i = 1

Um das (n+1)-te Folgenglied zu erhalten, wird dem n-ten Folgenglied ein weiteres hinzuaddiert. Die Aufsummierung von (4 i - 1) wird durch die zu beweisende explizite Folge ersetzt. Jetzt muss nur noch gezeigt werden, dass dies ganau das gleiche ist wie die oben aufgeführte explizite Folge mit n = (n+1). (Fett gedruckt)

              n + 1                 n

               -----               -----

                \                    \                                                                                              2
                 )   (4 i - 1) =  )  (4 i - 1) + 4 (n + 1) - 1 = n (2 n + 1) +  4 ( n + 1) - 1 =  2 n + 5 n +3 

                /                    /

               -----               -----

               i = 1               i = 1

H) Gebrochen rationale Funktionen

1) Ableitungsregeln

- Kettenregel:  f(x) = u(v(x));   =>   f'(x) = u'( v(x) ) * v'(x) 

                                                     2

                       z.B. f(x) = (3 x + 2)   =>   f'(x) = 6 (3 x + 2 ) 

- Produktregel: f(x) = u(x) * v(x)   =>  f'(x) = u'(x) * v(x) + u(x) * v'(x)

                                               2   3                           3       2   2

                        z.B.  f(x) = 2 x  y   =>  f'(x) = 4 x  y + 6 x  y

                                                                        u'(x) v(x) - u(x) v'(x)

- Quotientenregel: f(x) = u(x) / v(x)   =>   f'(x) = -----------------------

                                                                                         2

                                                                                   v(x)

                                           2 x               2 (3 x +1) - 6 x             2

                        z.B. f(x) = -------    =>   ------------------  =  -----------

                                         3 x + 1                           2                         2

                                                                  (3 x + 1)            (3 x + 1)

2) Grenzwert

Gebrochen rationale Funktionen kann man durch eine allgemeine Funktion, die aus einem Zähler- und einem Nennerpolynom gleichen oder verschiedenen Grades besteht beschreiben. Diesem kann man das Verhalten für grosse durch Vergleichen des grössten Zähler- und Nennerpolynoms ansehen:

                          k             (k - 1)

                    a[k] x  + a[k - 1] x  + . . . + a[0]

               C := ----------------------------------

                          l             (l - 1)

                    b[l] x  + b[l - 1] x +. . .  + b[0]

- k > l (Grad des Zählerpolynoms größer als Grad des Nennerpolynoms) 

  > limit(C, n=infinity) = infinity 

kein Grenzwert: divergent

- k = l:

  > limit(C, n=infinity) = a[k]/b[l]

Grenzwert: konvergent

- k < l

  > limit(C, n=infinity) = 0


nähert sich Null an (Null als Grenzwert) 

3) Polynomdivision

       2                                           3       

 (4 x - 1) / (x + 1) = (4 x -4) + -------  gebrochener
       2                       ganzer        x + 1        Teil
-(4 x + 4 x)                Teil
-------------

           4 x - 1

       - (4 x + 4) 

            ---------

                     3             Maple: convert(f(x),parfrac,x);

Der ganze Teil gibt den Grenzwert einer Funktion an: 

- ist er eine natürliche Zahl, so hat die Funktion eine festen Grenzwert; 

- ist er eine Gerade, so nähert sich die Funktion für grosse x an diese Näherungsgerade an; 

- ist er ein Parabel, so spricht man von einer Näherungskurve

4) Weiter Untersuchung

a) Nullstellen

- Die Nullstellen der Funktion sind die Nullstellen des Zählers

  In unserem Beispiel:      2                           

                                    4 x -1 = 0   =>  x =  + - 0.5

nullf:={solve(numer(f(x)),x)};

b) Polstellen

- Die Polstellen sind sogenannte „verbotene Zahlen“, bei denen der Nenner Null wird. Da man bekanntlich nicht durch Null dividieren kann gehören diese Zahlen nicht zur Definitionsmenge.

x + 1 = 0   =>  Polstellenkandidat für x = -1

pol:={solve(denom(f(x)),x)};

c) Hebbare Unstetigkeit

- Sind der Polstellenkandidat und eine der Nullstellen identisch, handelt es sich um eine hebbare Unstetigkeit (hebbar daher, da es sich nur um einen „verbotenen“ Punkt handelt, der im Schaubild zum Beispiel, leicht behoben werden kann).  Dies ist in unserem Beispiel aber nicht der Fall. 

d) Extrema 

- Um die Extremakandidaten zu bestimmen, leiten wir die Funktion mit der Quotientenregel ab und berechnen die Nullstellen der Ableitung:

                2

           4 x  + 8 x + 1

f'(x) =  --------------

fs:=D(f);

                        2

              (x + 1)

- Nullstellen durch Nullsetzen des Zählers ergibt x1 = -1 + 1/2 sqrt(3), x2 = -1 - 1/2 sqrt(3)

   nullfs:={solve(fs(x),x)}; x1:=-1+1/2*sqrt(3); x2:=-1-1/2*sqrt(3);

- Einsetzen von x1 und x2 in die zweite Ableitung zur Untersuchung auf  Maximum oder Minimum:

                6

 f''(x) = --------    fss:=D(fs);        f''(x1) = 9.24  (Minimum)      f''(x2) = -9.24  (Maximum)   

                     3                             fss(x1);                                    fss(x2); 

           (x + 1)

=> Minimum bei [x1,f(x1)]: [-.134, -1.07]

=> Maximum bei [x2,f(x2)]: [-1.87, -14.93]

e) Symmetrie

- Achsensymmetrie zur y-Achse:

  f(x) = f(-x) muss für alle x erfüllt sein 

- Achsensymmetrie zu einer Geraden x0 (parallel zu y-Achse):

  f(x0-h)=f(x0+h)  muss für alle x erfüllt sein

- Punktsymmetrie zum Ursprung:

  f(-x) = -f(x)  muss für alle x erfüllt sein

- Punktsymmetrie zu Punkt(x0/y0):

  f(x0+h)-y0=f(x0-h)+y0  muss für alle x erfüllt sein

pr:=proc(f) if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi; end:
- Fasst man alle Untersuchungsergebnisse zusammen kann man endlich das Schaubild zeichnen

  In Maple geht das nun mal schneller: plot({(4*x^2-1)/(x+1),2*x-2},x=-4..2,y=-20..12);

- Dies alles kann man doch viel bequemer mit einer Prozedur erledigen:

Aufruf der Prozedur durch gerat(Funktion in Pfeilschreibweise); z.B. gerat(x->(x^3+2)/(x-1)); 

gerat:=proc(f) global nullf,fs,fss,Zaehler,Nenner,NZ,NN,ganz,gebr,pol,poldiv,gp,gm,nullfs,extr,nullfss,mn,mx; local i;  Digits:=4; nullf:={fsolve(f(x)=0,x)}; fs:=D(f); fss:=D(fs); Zaehler:=numer(f(x)); Nenner:=denom(f(x)); NZ:=fsolve(Zaehler=0,x); NN:=fsolve(Nenner=0,x);  ganz:=quo(Zaehler,Nenner,x); gebr:=rem(Zaehler,Nenner,x); pol:={fsolve(Nenner=0,x)};  poldiv:=ganz+gebr/Nenner; gp:=limit(f(x),x=infinity); gm:=limit(f(x),x=-infinity); print(`Zeahler`,Zaehler); print( ); print('Nenner',Nenner); print( ); print('ganz',ganz); print( ); print(`gebrochen`,gebr);  print( ); print(`polynomdividiert`,poldiv); print( ); print(`Definitinsmenge: D=IR \ `,pol); print( ); print(`Nullstelle(n)`,nullf); print( ); if pol={ }  then print(`keine Kandidaten für Polstellen`); else print(`Kand. f. Polstelle(n)`,pol); fi; print( );  print(`Nullstelle(n) Nenner`,{NN}); print( ); print(`Nullstelle(n) Zaehler`,{NZ}); print( ); if 

 nops({NN})+nops({NZ}) > nops({NN,NZ}) then print(`hebbare Unstetigkeit`) else print(`keine hebbar Unstetigkeit`) fi;  print( ); print(`Verhalten fuer grosse x`); print( ); print(x->infinity , gp); print( ); print(x->- infinity , gm);   print( ); if evalb(whattype(ganz)=integer)=false and evalb(whattype(ganz)=float)=false and valb(whattype(ganz)=fraction)=false then print(`schiefe Asymptote`,ganz); fi;  print(`erste Ableitung`,normal(fs(x))); print( ); print(`zweite Ableitung`,normal(fss(x))); nullfs:={fsolve(numer(normal(fs(x)))=0,x)}; print( ); extr:=[seq([nullfs[i],f(nullfs[i])],i=1..nops(nullfs))];  if extr=[ ] then print(`keine Kandidaten fuer Extrema`) else print(`Kandidaten fuer Extrema`,extr) fi;  for i from 1 to nops(nullfs) do if fss(nullfs[i]) > 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Minimum`) else if fss(nullfs[i]) < 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Maximum`) else if fss(nullfs[i]) = 0 then print(`Der Punkt`,[nullfs[i],f(nullfs[i])],`ist ein Wendepunkt`) fi;  fi; fi; od;  nullfss:={fsolve(numer(normal(fss(x)))=0,x)};  if nullfss={ } or fss=0 then print(`keine Wendepunkte`); else print(`Wendepunkt(e)`,seq([nullfss[i],f(nullfss[i])],i=1..nops(nullfss)));fi; print(); if evalb(f(x)=f(-x))=true then print(`Achsensymmetrie zur y-Achse`); else print(`keine Achsensymmetrie zur y-Achse`); fi; if evalb(f(-x)=-f(x))=true then print(`Punktsymmetrie zum Ursprung`); else print(`keine Punktsymmetrie zum Ursprung`); fi;  mx:=subs(x=4,ganz); mn:=subs(x=-4,ganz);  if mn=mx then mn:=ganz-4; mx:=ganz+4; fi;  if pol={ } then plot({f(x),ganz},x=-3..3,mn..mx) else plot({f(x),ganz},x=min(op(pol))-3..max(op(pol))+3,mn..mx) fi; end:

Zeichnung (falls der plot wider erwarten doch nicht funktioniert): 

> plot({f(x),ganz},x=-2..5,-10..20)

Weitere Beispiele: 

> gerat(x->(x^2+2*x)/(x^2+1))

> gerat(x->(x+2)/(x^3+2*x))

> gerat(x->(x+2)/(x^2-3))

> gerat(x->(2*x+2)/(x^2+x-2))

I) Trigonometrische Funktionen und Wurzelfunktionen 

1) Allgemeine Form, Überblick und Reihenentwicklung

Allgemeine Form Trigonometrischer Funktionen

f(x) = a sin(ω t - φ)  mit ω = 2 π f = 2 π / T

a: Amplitude

ω: Stauchung oder Dehnung

φ: Verschiebung auf der t-Achse

Überblick über Trigonometrische Funktionen

Funktion
Ableitung
Periode
Definitionsmenge
Wertemenge

f(x) = sin(x)
f`(x) = cos(x)
2 π
Df = IR
Wf = [-1,1]

f(x) = cos(x)
f`(x) = -sin(x)
2 π
Df = IR
Wf = [-1,1]

f(x) = tan(x)
f`(x) = 1/cos(x)^2
 π
Df = IR \ {x | x= π/2 + k π, k e Z}
Wf = IR

Reihenentwicklung

In Maple kann man sich auch die Reihenentwicklung einer trigonometrischen Funktion ansehen, 

> s:=series(sin(x),x,10);

                        3               5                 7                    9          10

    s := x - 1/6 x  + 1/120 x  - 1/5040 x  + 1/362880 x  + O(x  )

in einen Polynom umwandeln,

> ps:=convert(s,polynom);

                              3               5                 7                     9

        ps := x - 1/6 x  + 1/120 x  - 1/5040 x  + 1/362880 x

Ableiten, auch zweimal,

> diff(s,x$2);

                              3              5                 7           8

              - x + 1/6 x  - 1/120 x  + 1/5040 x  + O(x )

und Zeichnen.

> plot(ps,x=-10..10,y=-2..2);

An der Reihenentwicklung kann man sehen, dass sin(x) eine ungerade Funktion ist, die punktsymmetrisch zum Ursprung ist: sin(-x) = -sin(x)

cos(x) hingegen ist eine gerade Funktion, die achsensymmetrisch zur y-Achse ist: cos(-x) = cos(x)

2) Ableitung und Stammfunktion / Differentialgleichung

Bei Ableitungen Trigonometrischen Funktionen gilt die Kettenregel oder die Quotientenregel:

- Kettenregel:  f(x) = u(v(x))   =>  f`(x) = v`(x)  u`(v(x)) 

                                                                             u'(x) v(x) - u(x) v'(x)

- Quotientenregel: f(x) = u(x) / v(x)   =>   f'(x) = -----------------------

                                                                                            2

                                                                                       v(x)

„Ableitungsreihe“: sin(x)   =>   cos(x)   =>   -sin(x)   =>   -cos(x)   =>   sin(x) .........

Beispiel:

f(x) = a sin(ω t - φ)  

f`(x) = ω a cos(ω t - φ)

f``(x) = - ω^2 a sin(ω t - φ)

                          sin(x)

f(x) = tan(x) = --------- 

                         cos(x)

            cos(x) cos(x) + sin(x) sin(x)            1

f`(x) = ---------------------------------- = -------------

                       cos(x)^2                            cos(x)^2

Integration Trigonometrischer Funktionen mit folgender Regel:

f(x) = u(r x + s)     => F(x) = 1/r U(r x+s)

Beispiel:

f(x) = a cos(ω t - φ)

F(x) = a/ω sin(ω t - φ)

Differentialgleichungen

Mit trigonometrischen Funktionen kann man auch Differentialgleichungen (eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der auch Ableitungen der Funktion vorkommen) aufstellen:

y = y0 sin(ω t + φ) 

y``= - ω^2 y0 sin(ω t + φ)

y``= - ω^2 y

Diese Differentialgleichung (Schwingungsgleichung) kann man von Maple lösen lassen:

> dsolve(diff(y(t),t$2)=-omega^2*y(t),y(t));

              y(t) = _C1 sin(omega t) + _C2 cos(omega t)

3) Die Umkehrfunktionen / Arkusfunktionen

Die Umkerfunktion erhält man durch Spiegelung der Funktion an der ersten Winkelhalbierenden. 

Arkusfunktion 
Definitionsmenge
Wertemenge

f(x) = arcsin(x)
Df = [-1,1]
Wf = [-π/2, π/2]

f(x) = arccos(x)
Df = [-1,1]
Wf = [0, π]

f(x) = arctan(x)
Df = IR
Wf = [-π/2, π/2]

Ableitungen von Arkusfunktionen

Funktion
Ableitung
Definitonsbereich

f(x) = arcsin(x)
f`(x) = 1/sqrt(1-x^2)
x e (-1,1)

f(x) = arccos(x)
f`(x) = -1/ sqrt(1-x^2)
x e (-1,1)

f(x) = arctan(x) 
f`(x) = 1/(1+x^2)
x e IR

4) Wurzelfunktionen

Eine Funktion f mit f(x) = x^(p/q) = root(x^p,q) heißt Wurzelfunktion.

Für ihre Ableitung gilt die Potenzregel: Für jede Funktion f mit f(x) = x^r gilt f`(x) = r x^(r-1)

J) Exponentialfunktionen

1) Die Exponentialfunktion

Die Funktion g(x) = c a^x heißt Exponentialfunktion. Bei der natürlichen Exponentialfunktion f(x) = e^x ist die Eulersche Zahl e= 2,71828... die Basis. 

Es gilt: f‘(x) = e^x (Das heißt: die natürliche Exponentialfunktion geht durch den Punkt (0 / 1) mit der Steigung 1)

F(x) = e^x ist eine Stammfunktion von f 

Die Funktion f(x) = e^u(x) hat die Ableitung f‘(x) = u`(x) * e^u(x)

Sonderfall: Ist u(x) = m x + c so ist   f(x) = e^(m x + c) 

f`(x) = m* e^(m x + c)

F(x) = 1/m e^(m x + c)

Ein Vorgang, der durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden kann, nennt man exponentielles Wachstum, daher nennt man die Funktion auch Wachstums- oder Zerfallsfunktion. 

2) Die natürliche Logarithmusfunktion

Die Funktion f(x) = ln x  ,x  IR heißt die natürlich Logarithmusfunktion. Sie ist die Umkehrfunktion der natürlichen Exponentialfunktion g mit g(x) = e^x. 

Für die Ableitung von f(x) = ln x  gilt  f‘(x) = 1/x .

Die Funktion F(x) = ln | x | , x ungleich Null ist eine Stammfunktion von f(x) = 1/x .

Die Funktion g(x) = f‘(x) / f(x) hat als Stammfunktion die Funktion G(x) = ln |f(x)| .

Logarithmengesetze

(1) ln (u v) = ln u + ln v

(2) ln (u/v) = ln u - ln v

u,v  IR

(3) ln (u^k) = k ln u

3) Lösen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Eine Exponentialgleichung der Form e^x = c hat die Lösung x = loge c = ln c.

Für das Lösen von Gleichungen und das Ableiten sind folgende Aussagen wichtig:

ln(e^x) = x

e^(ln x) = x 

4) Beliebige Exponential- und Logarithmusfunktionen

Eine Funktion f(x) = a^x kann man umschreiben in eine Exponentialfunktion mit der Basis e: f(x) = e^(x ln a)

Die Funktion f(x) = loga x kann man ausdrücken durch die natürliche Logarithmusfunktion: f(x) = ln x / ln a

5) Regel von De L´Hospital 

Lässt sich ein Term einer Funktion f in Form eines Quotienten f(x) = u(x) / v(x) darstellen und gibt es eine Stelle a mit folgenden Eigenschaften: 

(1) u(a) = v(a) = 0 oder lim u(a) = lim v(a) = 0,

                                     x -> a       x -> a

(2) u und v sind in einer gemeinsamen Umgebung von a differenzierbar mit v‘(x)  0,

(3) lim u‘(x) / v‘(x) existiert, so gilt lim u(x) / v(x) = lim u‘(x) / v’(x)

     x -> a                                           x -> a                 x -> a

6) Gaußfunktion

Unter der Gaußfunktion versteht man folgende Funktion:

            1            -1/2((x - ) / )^2

y = ------------  e 

       sqrt(2*) 

2* ist die Breite der Gaußglocke von Wendepunkt zu Wendepunkt und  der x-Wert des Maximums. 

Der Flächeninhalt zwischen Kurve und x-Achse ist stets 1.

Ein bissle mit Maple gerechnet:

Gaußfunktion:

> gsf:=x->1/(sigma*sqrt(2*Pi))*exp(-1/2*((x-mu)/sigma)^2):

Ableitung:

> gsfs:=D(gsf):

> gsfss:=D(gsfs):

Berechnung des Extremums:

> nullgsfs:=solve(gsfs(x),x);

                            nullgsfs := mu

> gsf(nullgsfs);

                                 sqrt(2)

                          1/2 --------------

                              sigma sqrt(Pi)

Berechnung der Wendepunkte:

> nullgsfss:=solve(gsfss(x),x);

                 nullgsfss := mu - sigma, mu + sigma

> gsf(nullgsfss[1]);

                            sqrt(2) exp(-1/2)

                        1/2 -----------------

                             sigma sqrt(Pi)

> sigma:=2: mu:=4:

Fläche unter dem Schaubild der Gaußfunktion:

> int(gsf(x),x=-infinity..infinity);

                                  1

Stammfunktion der Gaußfunktion:

> int(gsf(x),x);

                   1/2 erf(1/4 sqrt(2) x - sqrt(2))

Wie man sieht gibt es nur eine numerisch bestimmte „Errorfunction“, keine Stammfunktion. 

Andere Glockenkurven:

Funktionen der Form 1/(a^2 + x^2) sind ebenfalls Glockenkurven.

> f:=x->1/(a^2+x^2):

Anders als bei der Gaußfunktion gibt es zu dieser Funktion eine Stammfunktion:

> int(f(x),x);

                             arctan(x/a)

                             -----------

                                  a

7) Funktionsuntersuchungen

Funktionsuntersuchungen gehen nach dem bekannten Muster:

1) Skizzierung der Funktion; zu erwartende Ergebnisse

2) Symmetrie

3) Nullstellen; Funktionswert an der Stelle 0 

4) Verhalten für x -> infinity

5) Ableitungen

6) Extrema

7) Wendepunkte

8) Schaubild

Als Prozudur zur Funktionsuntersuchung von Exponentialfunktionen kann man die unter „A) Prozedur zu Kurvendiskussion“ aufgeführte Prozedur verwenden (Manchmal funktioniert der letzte Plot nicht richtig ,sonst sollte aber alles passen). 

K) Wachstumsprozesse und Schwingungen

1) Exponentielles Wachstum und Zerfall

Der momentane Bestand f(t) ist proportional zur Änderungsrate des Bestandes. Daraus ergibt sich eine Differentialgleichung der Form f‘(x) = k f(t) , die exponentielles Wachsen oder Fallen beschreibt. Lösungen der Differentialgleichung sind die Funktionen f mit f(x) = c e^(k t).

k heißt Wachstumskonstante für k>0 und Zerfallskonstante für k<0.

Exponentielles Wachstum kann man durch f(t+1) = a f(t) rekursiv beschreiben. Die Lösung wäre in diesem Fall: f(t) = f(0) a^t .

Bezeichnet p (p>0) die prozentuale Zu- bzw. Abnahme in der Zeiteinheit, so lautet die zugehörige 

Wachstumskonstante: k = ln (1 + p/100)

Zerfallskonstante:       k = ln (1 - p/100)

Verdopplungszeit:    Tv = ln(2) / k

Halbwertszeit:          Th = -ln(2) / k

2) Beschränktes Wachstum und Zerfall

Die momentane Wachstumsgeschwindigkeit des Bestandes f(t) ist proportional zum Sättigungsmanko S - f(t). Daraus ergibt sich eine Differentialgleichung der Form f‘(x) = k (S - f(t)). Funktionen der Form f(t) = S - c e^(-k t) sind Lösungen dieser Differentialgleichung. Dabei wird durch c>0 ein beschränktes Wachsen und durch c<0 ein beschränktes Fallen beschrieben, wobei S die Sättigungsgrenze ist. 

f(0) = S - c  =>  c = S - f(0)    für f(0) = 0 : f(t) = S (1 - e^(-k t))

3) Logistisches Wachstum

Logistisches Wachstum ist eine Mischung aus exponentiellem und beschränktem Wachstum: zu Beginn ändert sich der Bestand annähernd exponentiell, während er sich der Sättigungsgrenze nähernd beschränkt wächst. Die Wachstumsgeschwindigkeit f‘(t) (Änderungsrate des Bestandes) ist damit proportional zum Bestand f(t) und zum Sättigungsmanko S - f(t): f‘(t) = k f(t) (S - f(t)) 

Lösungen der Differentialgleichung sind alle Funktionen f mit f(t) = a S / (a + (S - a) e^(-S k t), wobei a = f(0) der Anfangsbestand ist mit 0 < a < S und S die Sättigungsgrenze. 

4) Vergiftetes Wachstum

Ohne Giftzufuhr erfüllt der Bestand die Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums: f‘(t) = k f(t) . Die durch die lineare Zuführung des Giftes (G(t) = g t) beeinflusste Wachstumsgeschwindigkeit wird negativ und ist proportional zum Bestand und zur Giftmenge. Daraus ergibt sich folgende Differentialgleichung: f‘(t) = k f(t) - c G(t) f(t) = (k - c g t) f(t) 

Die Funktionen f mit f(t) = d e^(k t - ½ b t^2) sind die Lösungen der Differentialgleichung: f‘(t) = (k - b t) f(t)

5) Wachstum mit Selbstvergiftung

Beim Wachstum mit Selbstvergiftung nimmt der Bestand anfangs noch annähernd exponentiell mit f‘(t) = k f(t) zu währen die Menge des selbst produzierten Giftes auch annähernd exponentiell zunimmt. Die durch das Gift veränderte Wachstumsgeschwindigkeit wirkt negativ und ist in etwa proportional zum Bestand und zur Giftmenge.  

DGL: f‘(t) = (k - c e^(k t)) f(t)

Lösung: f(t) = d e^(k t - c/k e^(k t))

6) Harmonische Schwingung 

Jede Differentialgleichung der Form f‘‘(x) = -k^2 f(t) mit k>0 beschreibt eine harmonische Schwingung.

Lösung: f(t) = x0 sin(k t + c)

x0 ist die maximale Auslenkung (Amplitude)

c ist die Phasenverschiebung, die auftritt, wenn die Zeitmessung nicht in der Ruhelage beginnt.

Periodendauer: T = 2  / k 

7) Übersicht über die Wachstums- bzw. Zerfallsformen

Wachstums- bzw. Zerfallsform
Differenzialgleichung
Lösung der Differenzialgleichung 

Exponentiell
f‘(t) = k f(t) 
f(t) = c e^(k t)

Beschränkt
f‘(t) = k (S - f(t))
f(t) = S - c e^(-k t) 

Logistisch
f‘(t) = k f(t) (S - f(t))
f(t) = a S / (a + (S - a) e^(-S k t)

Vergiftet
f‘(t) = (k - b t) f(t) 
f(t) = d e^(k t - ½ b t^2)

Selbstvergiftet
f‘(t) = (k - c e^(k t)) f(t) 
f(t) = d e^(k t - c/k e^(k t))





Harmonische Schwingung
f‘‘(t) = -k^2 f(t) 
f(t) = x0 sin(k t + c)

8) Lösen von Differentialgleichungen mit Maple / Lösungsschar

Aufstellen der Differentialgleichung:

> DGL:=diff(f(t),t)=k*f(t);

                                     d

                       DGL := -- f(t) = k f(t)

                                    dt

Lösen der Differentialgleichung mit „dsolve“:

> dsolve(DGL,f(t));

                         f(t) = _C1 exp(k t)

Wenn man will kann man die Bezeichnung des Anfangsbestandes auch angeben:

> dsolve({DGL,f(0)=f0},f(t));

                          f(t) = f0 exp(k t)

Umwandeln der Gleichung in eine Funktion in Funktionsschreibweise durch Zuweisen der Lösung und anschließendes Umwandeln in die Funktionsschreibweise: 

> assign(%);

> f:=unapply(f(t),t);

                        f := t -> f0 exp(k t)

> f(t);

                             f0 exp(k t)

Jetzt kann man die Funktion wie gewohnt ableiten:

> fs:=D(f);

                       fs := t -> f0 k exp(k t)

> fss:=D(fs);

                                           2

                      fss := t -> f0 k  exp(k t)

Bei Angabe von Wertepaaren muss man diese nur einsetzen und dann die Gleichungen von Maple auflösen lassen:

> solve({f(t1)=y1,f(t2)=y2},{k,f0});

Lösungsschar von Differentialgleichungen

> with(DEtools):

> DGL:=diff(y(t),t)=k*y(t);

                                     d

                       DGL := -- y(t) = k y(t)

                                    dt

> k:=1:

> sol:=dsolve({DGL,y(0)=c},y(t));

                        sol := y(t) = c exp(t)

Wie man sieht, hat die Differenzialgleichung keine bestimmte Lösung, sondern eine Kurvenschar als Lösung (die Konstante c bleibt unbestimmt). Diese Kurvenschar kann man in Maple auch als Richtungsfeld angeben, indem zu dem zu verschiedenen Punkten die zugehörige Steigung in Form eines Richtungspfeils eingezeichnet wird. 

> DEplot(DGL,[y],t=-2..2,[[0,1],[0,2]],y=0..4,dirgrid=[10,10]);

(Durch Angabe von zwei Punkten in eckigen Klammern kann man sich zwei Kurven durch diese Punkte mit einzeichnen lassen.)


Wie man auch dem Schaubild entnehmen kann, sind die Isoklinen (Kurve durch alle Punkte mit gleicher Steigung) Geraden, die parallel zur t-Achse sind.

y' = k y

y' = Konstante     y' eliminiert: yiso = Konstante/k

Geometrie

L) Geraden 2D

Zur Erinnerung:

Den Punkt (1/2) bezeichnet man als Aufpunkt; zu ihm gehört der Vektor r1:=[1,2];

Der sich daran anschliessende Vektor ist der Richtungsvektor v:=[3,2];  (vergleichbar mit einer Geschwindigkeit) 

Die daraus entstehende Parameterform der Geradengleichung lautet: r:=r1+v*t; oder [1,2]+[3,2]*t oder [1+3*t,2+2*t], wobei x=1+3*t und y=2+2*t. Daraus kann man durch Eliminieren von t die Hauptform der Geradengleichung bilden.

Schaubild:

> plot([1+3*t,2+2*t,t=-1..3],-2..4,0..6);

1) Gerade durch zwei Punkte P(1/2) und Q(4/4) in Parameter- und Hauptform

Vektor 1 und 2:

> r1:=[1,2];

> r2:=[4,4];

Richtungsvektor ist die Differenz der beiden Vektoren:

> v:=r2-r1;  ergibt [3,2]

Parameterform der Geradengleichung:

> r:=expand(r1+v*t);  ergibt: [3*t+1, 2*t+2]

Hauptform der Geradengleichung:

> solve({x=r[1],y=r[2]},{y,t});  ergibt {y = 2/3*x+4/3, t = 1/3*x-1/3}

- Prozedur: Aufruf durch par(Vektor 1,Vektor 2); z.B. par([1,2],[4,4]);  oder wenn vorher definiert par(r1,r2);

par:=proc(r1,r2) global v,r,sol;  v:=r2-r1; r:=expand(r1+v*t); sol:=solve({x=r[1],y=r[2]},{y,t}); print(`Richtungsvektor`,v); print(`Parameterform`,r); print(`Hauptform`,sol); end:
2) Geradenpunkte

Punkt Q der Geraden, der zum Parameter t0 gehört:

> subs(t=0,r);

Prüfung, ob Punkt R:=[13/10]; auf der Geraden liegt:

> solve({R[1]=r[1],R[2]=r[2]},{t});  ergibt t=4

  liegt der Punkt R nicht auf der Geraden liefert „solve“ keine Lösung

Liegen die Punkte P(1/2), Q(4/4) und R(13/10) auf einer Geraden? 

  man schaut sich die Richtungsvektoren an: ist der eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors liegen die drei Punkte auf einer Geraden, ansonsten nicht. 

Punkte als Vektoren:

> r1:=[1,2];  r2:=[4,4];  r3:=[13,10];

beide Richtungsvektoren:

> v1:=r2-r1;  ergibt [3,2]

> v2:=r3-r2;  ergibt [9,6]

Jetzt fehlt nur noch die Probe, ob der eine Richtungsvektor ein Vielfaches des anderen ist:

- Prozedur: Aufruf durch prp(Vektor1,Vektor 2,Vektor 3); z.B.prp([1,2],[4,4],[13,10]); oder wenn vorher definiert prp(r1,r2,r3);

prp:=proc(r1,r2,r3) global v1,v2; v1:=r2-r1; v2:=r3-r2; print(`Geschwindigkeit 1`,v1); print(`Richtungsvektor 2`,v2); if evalb(v1[1]/v2[1] = v1[2]/v2[2])=true then print(`die Punkte liegen auf einer Geraden`); else print(`die Punkte liegen nicht auf einer Geraden`); end:
3) Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden r und u

> r:=[3*t+1, 2*t+2];

> u:=[2+2*s,3-s];

Gleichsetzen und Auflösen:

> _w(student):

> solve(equate(u,r));  ergibt {s = 1/7, t = 3/7}

Einsetzen von t oder s in zugehörige Geradengleichung ergibt den Schnittpunkt:

> subs(t=3/7,r);  oder  subs(s=1/7,u);  ergibt Schnittpunkt [16/7, 20/7]

- Prozedur: Aufruf durch prs(Gerade 1,Gerade 2); z.B. prs([3*t+1, 2*t+2],[2+2*s,3-s]); oder wenn vorher definiert prs(u,r);

prs:=proc(u,r) global solg,SPG;  _w(student): solg:=solve(equate(u,r)); print(`Schnittzeiten`,solg); assign(solg); SPG:=u; print(`Schnittpunkt bei`,SPG); unassign('s','t'); end:
4)Geraden, die sich schneiden 

  Geraden, deren Richtungsvektor nicht ein Vielfaches des anderen Richtungsvektors sind, schneiden sich. Ist der Richtungsvektor ein Vielfaches, sind sie paralell (kollinear) (bei gleichem Aufpunkt liegen sie aufeinander).

5) Orthogonale Gerade zu r durch Punkt S(1/4)

  Die Vektoren r und h sind orthogonal, wenn gilt: hx=a*ry  und  hy=-a*rx

z.B. zum Vektor [2,7] ist der Vektor [7,-2] orthogonal

Für unsere Gerade r:=[3*t+1, 2*t+2]; (andere Schreibweise [1,2]+[3,2]*t) ist z.B. die Gerade [2*t+2,-3*t-1] eine orthogonale (den Aufpunkt kann man variieren)

Nun muss die Gerade noch durch S(1/4) gehen; also nehmen wir ihn als Aufpunkt: [2*t+1,-3*t+4]; (oder anders geschrieben [1,4]+[2,-3]*t)

Gerade r:

> v:=[3,2]; 

> r1:=[1,2];

> r:=expand(v*t+r1);

Punkt S:

> S:=[1,4];

Orthogonale Gerade rg:

> vg:=[v[2],-v[1]];

> rg:=expand(vg*t+S);

6) Bestimmung des Abstandes von S(1/4) zu r

Zunächst muss der Schnittpunkt von r und h berechnet werden

> r:=[3*t+1, 2*t+2];   h:= [1+2*s, 4-3*s];

> solve(equate(r,h));

> subs(t=4/13,r);  oder subs(s=6/13,h);  ergibt Schnittpunkt bei SP:=[25/13,34/13]

Einsetzen in Abstandsformel a:=sqrt((x1-x2)^2+(y1-y2)^2) also a:=sqrt((S[1]-SP[1])^2+(S[2]-SP[2])^2); ergibt a=1.67 

- Prozedur: Aufruf durch abst(v,r1,S); v ist der Richtungsvektor der Gerade, r1 der Aufpunkt und S der Punkt, durch den die orthogonale Gerade gehen soll. z.B.abst([3,2],[1,2],[1,4]); 

abst:=proc(v,r1,S) global r,vg,rg,srg,sol,SP,a; r:=expand(v*t+r1); vg:=[v[2],-v[1]]; rg:=expand(vg*s+S); srg:=solve({x=rg[1],y=rg[2]},{y,s}); print(`orthogonale Gerade`,rg); print(`Hauptform der orthogonalen Gerade`,srg); _w(student): sol:=solve(equate(r,rg)); print(`Schnittzeiten`,sol); assign(sol); SP:=r; a:=sqrt((S[1]-SP[1])^2+(S[2]-SP[2])^2); print(`Schnittpunkt`,SP); print(`Abstand`,a=evalf(a)); unassign('s','t'); end:
7) Schnittpunkte der Geraden r mit den Koordinatenachsen

Schnittpunkt der Geraden mit der x-Achse (heisst y=0):

> solve({r[1]=x,r[2]=0},{x,t});  ergibt {t = -1, x = -2} also SPx:=[-2,0];

Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse (heisst x=0):

> solve({r[1]=0,y=r[2]},{y,t});  ergibt {t = -1/3, y = 4/3} also SPy:=[0,4/3];

- Prozedur: Aufruf der Prozedur durch spxy(Geradengleichung in Parameterform); z.B.spxy([3*t+1, 2*t+2]); oder wenn vorher definiert spxy(r);

spxy:=proc(r) global sol1,sol2; sol1:=solve({r[1]=x,r[2]=0},{x,t}); sol2:=solve({r[1]=0,y=r[2]},{y,t}); print(`Schnittpunkt mit der x-Achse`,sol1); print(`Schnittpunkt mit der y-Achse`,sol2); end:
8) Zwei Körper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten v1 und v2 auf einer Geraden g. Wann und wo treffen sie sich?

Körper 1:

> r:=expand([1,2]+[3,2]*t);

Körper 2 startet mit größerer Geschwindigkeit unterhalb von Körper 1:

> rg:=expand([-5,-2]+[6,4]*t);

> _w(student):

Gleichsetzen, auflösen und die Zeit des Treffpunktes in die Geradengleichung einsetzen:

> solve(equate(r,rg));  ergibt {t = 2}

> subs(t=2,r);  ergibt Treffpunkt bei  [7, 6]

- Prozedur: Aufruf durch kpg(Geradengleichung Körper 1,Geradengleichung Körper 2); z.B.kpg([3*t+1, 2*t+2],[6*t-5, 4*t-2]); oder wenn vorher definiert kpg(r,rg); 

kpg:=proc(r,rg) global solt,SPK; _w(student): solt:=solve(equate(r,rg)); print(`Treffzeit`,solt); assign(solt); SPK:=r; print(`Schnittpunkt bei`,SPK); unassign('t'): end:
9) Berechne die Seitenlänge eines Dreieckes, das durch die drei Geraden g, h und j begrenzt wird

drei Geraden in Parameterform:

> g:=expand([1,1]+[2,1]*t);   h:=expand([2,3]+[-1,-2]*s);   j:=expand([7,1]+[-2,2]*u);

Schaubild:

> p1:=plot([g[1],g[2],t=-4..4]):

> p2:=plot([h[1],h[2],s=-4..4]):

> p3:=plot([j[1],j[2],u=-4..4]):

> _w(plots):

> display(p1,p2,p3,view=[-1..8,-1..6],scaling=constrained);

Schnittpunkt von g und h

> solve(equate(g,h));  ergibt {s = 1, t = 0}

> P:=subs(t=0,g); ergibt P := [1, 1]

Schnittpunkt von g und j

> solve(equate(g,j));  ergibt {t = 2, u = 1}

> Q:=subs(t=2,g);  ergibt Q := [5, 3]

Schnittpunkt von h und j

> solve(equate(h,j));  ergibt {s = -1, u = 2}

> R:=subs(s=-1,h);  ergibt R := [3, 5]

Ausrechnen der Strecke zwischen P und Q:

> sqrt((Q[1]-P[1])^2+(Q[2]-P[2])^2);  mit evalf ergibt 4.48

Ausrechnen der Strecke zwischen R und Q:

> sqrt((Q[1]-R[1])^2+(Q[2]-R[2])^2);  mit evalf ergibt 2.82

Ausrechnen der Strecke zwischen P und r:

> sqrt((P[1]-R[1])^2+(P[2]-R[2])^2);  mit evalf ergibt 4.48

- Prozedurersatz: als txt-Datei abspeichern und dann in Maple öffnen:

> g := expand([1,1]+[2,1]*t);     

> h := expand([2,3]+[-1,-2]*s);      

> j := expand([7,1]+[-2,2]*u);    

> _w(student):    

> sol1 := solve(equate(g,h));     

> assign(sol1):         

# Punkt P:

> P := g;      

> unassign('s','t'):    

> sol2 := solve(equate(g,j));    

> assign(sol2):

# Punkt Q:    

> Q := g;     

> unassign('u','t'):         

> sol3 := solve(equate(h,j));      

> assign(sol3):

# Punkt R: 

> R := h;                                

> unassign('u','s'):

# Strecke zwischen P und Q:       

> s1 := sqrt((Q[1]-P[1])^2+(Q[2]-P[2])^2);    

> evalf(s1);    

# Strecke zwischen Qund R:

> s2 := sqrt((Q[1]-R[1])^2+(Q[2]-R[2])^2);    

> evalf(s2);    

# Strecke zwischen P und R:

> s3 := sqrt((P[1]-R[1])^2+(P[2]-R[2])^2);                                   

> evalf(s3);    

10) Fallunterscheidung

( Die Cramer'sche Regel, die hier mit den Determinanten angewandt wird, wird bei  

"L) Lösung von linearen Gleichungssystemen" erklärt)

g:  r = r0 + t u       Bsp.: g:  r = [2,1] + [1,2]*t

h:  r = r1 + s v               h:  r = [2,2] + [2,-1]*s

Schnittmenge von g und h:

r0 + t u = r1 + s v                   [2,1] + [1,2]*t = [2,2] + [2,-1]*s

t u -s v = r1 - r0                  [1,2]*t - [2,-1]*s = [2,2] - [2,1]

t u - s v = d                         [1,2]*t - [2,-1]*s = [0,1]

=> LGS:  1 t - 2 s = 0

               2 t + 1 s = 1

a) u ist nicht parallel zu v; d ist nicht Null;

        | 1 -2 |                        | 0  -2 |                                                      |1   0 |  

 D = | 2  1 | = 5         D1 = | 1   1 | = 2   => t = D1/D = 2/5       D2 = | 2  1 | = 1   => s = 1/5

   LGS ist inhomogen (da d ungleich Null ist) und hat eine Lösung.

b) u ist nicht parallel zu v; d = 0;  (heisst r0 = r1)

1 t - 2 s = 0                       | 1  -2 |                        | 0  -2 |                           | 1   0 |

2 t + 1 s = 0          => D = | 2   1 | = 5         D1 = | 0   1 | = 0            D2 = | 2   0 | = 0

D = 5;  D1 = D2 = 0    => t = s = 0  (triviale Lösung)

   LGS ist homogen (d = 0) und hat genau eine Lösung: SP = r0 =r1  

c) u ist parallel zu v; d ist nicht gleich Null;

   t - 2 s = 0                      | 1  -2 |                           | 0  -2 |                            | 1  0 |

2 t - 4 s = 1         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 1  -4 | = 2             D2 = | 2  1 | = 1

t = D1 / D = 2 / 0   => keine Lösung 

   LSG ist inhomogen und hat keine Lösung

d)  u ist parallel zu v; d = 0;

   t - 2 s = 0                      | 1  -2 |                           | 0  -2 |                            | 1  0 |

2 t - 4 s = 0         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 0  -4 | = 0             D2 = | 2  0 | = 0

D = D1 = D2 = 0    

   LSG ist homogen und hat unendlich viele Lösungen 

e)  u ist parallel zu v; d ist nicht gleich Null, aber parallel zu u und v;

   t - 2 s = 3                      | 1  -2 |                           | 3  -2 |                            | 1  3 |

2 t - 4 s = 6         => D = | 2  -4 | = 0            D1 = | 6  -4 | = 0             D2 = | 2  6 | = 0

D = D1 = D2 = 0

   LSG ist inhomogen und hat unendlich viele Lösungen

M) Geraden 3D

Zur Erinnerung:

Statt der bisher zwei Angaben enthält der Vektor nun drei: [x,y,z] ; Es gibt keine Hauptform der Geradengleichung, aber eine Koordinatenform, die durch eliminieren der Parameter gebildet wird. 

Der Plotbefehl sieht nun folgendermassen aus: 

> r:=expand([1,2,3]+[2,-2,1]*t);

> plot3d(r,t=-2 .. 3,x=-3 .. 5,view=[-2..6,-2..5,-1..4],axes=normal,orientation=[30,70],scaling=constrained);

1) Gerade durch zwei Punkte P:=[5,-2,5]; und Q:=[-1,4,2];

> r1:=[5,-2,5];

> r2:=[-1,4,2];

> v:=r1-r2;   ergibt v := [6, -6, 3]

> r:=expand(r1+v*t);  ergibt r := [6*t+5, -6*t-2, 3*t+5]

- Prozedur: Aufruf durch par(Vektor 1,Vektor 2); z.B.par([5,-2,5],[-1,4,2]);  oder wenn vorher definiert par(r1,r2);

par:=proc(r1,r2) global v,r;  v:=r2-r1; r:=expand(r1+v*t);  print(`Richtungsvektor`,v); print(`Parameterform`,r); end:
2) Geradenpunkte

Punkt Q zum Parameter t0=0

> r:=expand([1,2,3]+[2,-2,1]*t);

> Q:=subs(t=0,r);   ergibt Q:=[1,2,3];

Prüfung, ob Punkt R:=[7,-4,6]; auf der Geraden liegt

> solve({r[1]=R[1],r[2]=R[2],r[3]=R[3]},{t});   ergibt {t=3}   wenn Punkt nicht auf Gerade, keine Ausgabe

Liegen die Punkte P:=[5,-2,5]; Q:=[-1,4,2]; und R:=[7,-4,6]; auf einer Geraden? 

> r1:=[5,-2,5]; 

> r2:=[-1,4,2];

> r3:=[7,-4,6];

> v1:=r2-r1;   ergibt v1:= [-6, 6, -3]

> v2:=r3-r2;   ergibt v2 := [8, -8, 4]

Prüfung, ob v1 ein Vielfaches von v2 ist 

- Prozedur: Aufruf durch prp(Vektor1,Vektor 2,Vektor 3); z.B.prp([5,-2,5],[-1,4,2],[7,-4,6]); oder wenn vorher definiert prp(r1,r2,r3);

prp:=proc(r1,r2,r3) global v1,v2; v1:=r2-r1; v2:=r3-r2; print(`Richtungsvektor 1`,v1); print(`Richtungsvektor 2`,v2); if evalb(v1[1]/v2[1] = v1[2]/v2[2])=true then print(`die Punkte liegen auf einer Geraden`); else print(`die Punkte liegen nicht auf einer Geraden`); end:
3) Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden r und u

> r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

> u:=expand([1,5,2]+[2,-2,3]*s);

Gleichsetzen und Auflösen:

> _w(student):

> solve(equate(u,r));  ergibt {t = 1, s = 0}

Einsetzen von t oder s in zugehörige Geradengleichung ergibt den Schnittpunkt:

> subs(t=1,r);  oder  subs(s=0,u);  ergibt Schnittpunkt [1,5,2]

- Prozedur: Aufruf durch prs(Gerade 1,Gerade 2); z.B. prs([3*t+1, 2*t+2],[2+2*s,3-s]); oder wenn vorher definiert prs(u,r);

prs:=proc(u,r) global solg,SPG;  _w(student): solg:=solve(equate(u,r)); print(`Schnittzeiten`,solg); assign(solg); SPG:=u; print(`Schnittpunkt bei`,SPG); unassign('s','t'); end:
4) Geraden, die sich schneiden

Man kann sich Geraden, die sich schneiden sollen selber konstruieren:

> r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

Zum Parameter t=1 gehört der Punkt [1,5,2]

> subs(t=1,r);  ergibt [1,5,2]

diesen Punkt nimmt man nun als Aufpunkt der zweiten Gerade und nimmt einen beliebigen Richtungsvektor dazu:

> u:=expand([1,5,2]+[2,-2,3]*s);

- kollinear Geraden: der eine Richtungsvektor ist ein Vielfaches des anderen Richtungsvektors und der Aufpunkt einer Geraden liegt nicht auf  der anderen (Geraden sind parallel und schneiden sich somit nicht).  

- identische Geraden: beide Aufpunkte liegen auf einer Geraden und die Richtungsvektoren sind ein Vielfaches 

5) Zwei Körper bewegen sich mit den Geschwindigkeiten v1 und v2 auf einer Geraden g. Wann und wo treffen sie sich?

Körper 1:

> r:=expand([2,3,1]+[-1,2,1]*t);

Körper 2 startet mit entgegengesetzter größerer Geschwindigkeit oberhalb von Körper 1:

> rg:=expand([-4,15,7]+[2,-4,-2]*t);

> _w(student):

Gleichsetzen, auflösen und die Zeit des Treffpunktes in die Geradengleichung einsetzen:

> solve(equate(r,rg));  ergibt {t = 2}

> subs(t=2,r);  ergibt Treffpunkt bei  [0,7, 3]

- Prozedur: Aufruf durch kpg(Geradengleichung Körper 1,Geradengleichung Körper 2); z.B.kpg([-t+2, 2*t+3, t+1],[2*t-4, -4*t+15, -2*t+7]); oder wenn vorher definiert kpg(r,rg); 

kpg:=proc(r,rg) global solt,SPK; _w(student): solt:=solve(equate(r,rg)); print(`Treffzeit`,solt); assign(solt); SPK:=r; print(`Schnittpunkt bei`,SPK); unassign('t'): end:
6) Schnittpunkte der Geraden r mit den Koordinatenebenen

Schnittpunkt mit der x-y-Ebene, heisst z=0:

> solve({r[1]=x,r[2]=y,r[3]=0},{x,y,t});   ergibt {x = 3, y = 1, t = -1}, alsoSPX:=[3,1,0];

Schnittpunkt mit der y-z-Ebene, heisst x=0:

> solve({r[1]=0,r[2]=y,r[3]=z},{y,z,t});   ergibt {z = 3, y = 7, t = 2}, alsoSPY:=[0,7,3];

Schnittpunkt mit der z-x-Ebene, heisst y=0:

> solve({r[1]=x,r[2]=0,r[3]=z},{x,z,t});   ergibt {t = -3/2, x = 7/2, z = -1/2}, alsoSPZ:=[7/2,0,-1/2];

- Prozedur: Aufruf durch prxyz(Geradengleichung in Parameterform); z.B.prxyz([2*t+1, -2*t+2, t+3]); oder wenn vorher definiert prxyz(r); 

prxyz:=proc(r) global sol1,sol2,sol3; sol1:=solve({r[1]=x,r[2]=y,r[3]=0},{x,y,t}); print(`Schnittpunkt mit der x-y-Ebene`,sol1); sol2:=solve({r[1]=0,r[2]=y,r[3]=z},{y,z,t}); print(`Schnittpunkt mit der y-z-Ebene`,sol2); sol3:=solve({r[1]=x,r[2]=0,r[3]=z},{x,z,t}); print(`Schnittpunkt mit der z-x-Ebene`,sol3); end:
N) Ebenen

Zur Erinnerung:

Eine Ebene wird durch zwei Geraden gebildet. Diese beiden Geraden liegen nun in der Ebene und haben einen gemeinsamen Aufpunkt. z.B. g: r1:=[r0+u*s];   h: r2:=[r0+v*t];   ergibt folgende Ebene: > E:=[r0+u*s+v*t]; 

> r0:=[1,2,2];

> u:=[1,2,-3];

> v:=[-1,2,-1];

> r1:=expand(r0+u*s);

> r2:=expand(r0+v*t);

> pr1:=plot3d(r1,s=-3..3,x=-10..10,axes=normal,orientation=[30,70]):

> pr2:=plot3d(r2,t=-3..3,x=-10..10,axes=normal,orientation=[30,70]):

> _w(plots):

Zeichnung der ebenenbildenden Geraden:

> display(pr1,pr2);

Zeichnung der Ebene:

> E:=expand([1,2,2]+[1,2,-3]*s+[-1,2,-1]*t);

> plot3d(E,s=-2..2,t=-2..2,axes=normal,orientation=[30,70]);

1) Punkt in eine Ebene

> E:=expand([1,2,2]+[1,2,-3]*s+[-1,2,-1]*t);

Für t und s Werte einsetzen;  z.B. s=3 und t=2

> sE:=subs(s=3,E);   ergibt sE := [-t+4, 2*t+8, -t-7]

> subs(t=2,sE);   ergibt [2,12,-9]

Liegt der Punkt P:=[2,8,-4] in der Ebene ?

> _w(student):

> solve(equate(E,P));   ergibt {t = 1, s = 2} 

d.h der Punkt liegt in der Ebene für t=1 und s=2

wenn der Punkt nicht in der Ebene liegt, dann gibt es in Maple keine Ausgabe

2) Gerade und Ebene

a) Schnittmenge der Geraden g mit der Ebene 

Gerade: 

> g:=expand([5,10,-3]+[3,2,1]*k));

Gleichsetzen: 

> solve(equate(E,g));   ergibt {t = 1, k = -1, s = 2}

Einsetzen von k=-1 ergibt den Durchstoßpunkt durch die Ebene

> subs(k=-1,g);   ergibt  [2, 8, -4]

Gerade:

> h:=expand([1,2,3]+[0,4,-4]*k);

Gleichsetzen: 

> solve(equate(E,h));  ergibt {k = t, t = t, s = t}

d.h. kein konkretes Ergebnis, da die Gerade in der Ebene liegt

Gerade: 

> i:=expand([1,1,1]+[1,6,-7]*k);

> solve(equate(E,i));   hat kein Ergebnis

d.h. die Gerade ist parallel zur Ebene und hat somit keinen Schnittpunkt

b) Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen 

Schnittpunkt der Ebene mit der x-Achse (heisst y,z=0):

> solve(equate(E,[x,0,0]));   ergibt {s = 2, t = -3, x = 6}

> SPx:=[6,0,0];

Schnittpunkt der Ebene mit der y-Achse (heisst x,z=0):

> solve(equate(E,[0,y,0]));   ergibt {y = 6, s = 1/2, t = 3/2}

> SPy:=[0,6,0];

Schnittpunkt der Ebene mit der z-Achse (heisst x,y=0):

> solve(equate(E,[0,0,z]));   ergibt {z = 6, s = -1, t = 0}

> SPz:=[0,0,6];

c) Spurgeraden 

- Spurgerade der x-y-Ebene: gxy:=expand(SPx+(SPy-SPx)*t);  ergibt gxy := [-6*t+6, 6*t, 0]

- SPx wurde als Aufpunkt genommen und der Richtungsvektor durch die Subtraktion der Vektoren SPy und SPx erzeugt. 

- Spurgerade der x-z-Ebene: gxz:=expand(SPx+(SPz-SPx)*t);   ergibt gxz := [-6*t+6, 0, 6*t]

- Spurgerade der y-z-Ebene: gyz:=expand(SPy+(SPz-SPy)*t);   ergibt gyz := [0, -6*t+6, 6*t]

- Wenn nach den Schnittpunkten der Ebene mit den Koordinatenachsen nicht gefragt ist, kann man die Spurgeraden auch anders berechnen: 

- Spurgerade der x-y-Ebene: z=0: solve(equate(E,[x,y,0]));  ergibt {x = 4*s-2, y = -4*s+8, s = s, t = -3*s+3}

- d.h. Spurgerade in Parameterform : gxy:=[4*t-2,-4*t+8,0];

- Spurgerade der x-z-Ebene: y=0: solve(equate(E,[x,0,z]));   ergibt {s = -t-1, z = 2*t+5, x = -2*t, t = t}

- d.h. gxz:=[-2*t,0,2*t+5];

- Spurgerade der y-z-Ebene: x=0: solve(equate(E,[0,y,z]));   ergibt {t = t, s = t-1, z = -4*t+5, y = 4*t}

- d.h. gyz:=[0,4*t,-4*t+5];

3) Geraden und Ebenen selber konstruieren

- Gebe Punkte der Ebene an

Am einfachsten ist natürlich der Aufpunkt (t,s=0), oder t,s=1 eingesetzt

- Konstruiere eine Gerade, die in der Ebene liegt

Zuerst braucht man einen neuen Aufpunkt, der in der Ebene liegt (also für t und s Werte einsetzen).  Den Richtungsvektor erzeugt man sich, indem man das Vielfache von einem der beiden Richtungsvektoren der Ebene nimmt oder diese (auch Vielfaches) addiert.  

- Konstruiere eine Gerade, die die Ebene schneidet (Durchstoßpunkt)

Am einfachsten nimmt man einen Punkt auf der Ebene als Aufpunkt der Gerade (dieser Punkt ist gleichzeitig auch der Durchstoßpunkt). Dann nimmt man einen beliebigen Richtungsvektor, der natürlich nicht wie oben in der Ebene liegt. 

- Konstruiere eine Gerade, die nicht in der Ebene liegt und diese auch nicht schneidet

Den Richtungsvektor erzeugt man sich, indem man das Vielfache von einem der beiden Richtungsvektoren der Ebene nimmt oder diese (auch Vielfaches) addiert. Der Aufpunkt wird nun nur so gewählt, dass er nicht in der Ebene liegt. 

4) Koordinatenform der Ebenengleichung

a) Überführung in die Koordintenform und Rückführung

- Überführung in die Koordintenform

           /0\        / 0 \       / 2 \

E:  r = | 0 | + s |  3 | + t |  0 |

           \2/        \-1/       \-1/

x = 2*t  
=>   t = x/2

y = 3*s  
=>   s = y/3

z=2-s-t  
=>   s,t eingesetzt z=2-y/3-x/2  umgeformt:  12 = 3 x + 2 y + 6 z  

Parameterform aus der Koordinatenform

E: 12 = 3 x + 2 y + 6 z

Auflösen nach x, y oder z und zwei weitere Gleichungen ergänzen:

x = 4 - 2/3 y - 2 z                                        / 4 \       / 2/3 \       /2 \

y =            y


=>  E:    r = |  0 | + t |    1  | + s | 0 |

z =                     z                                        \ 0 /       \   0  /       \1 /

Maple:

Eliminieren der Parameter:

> solve({x=r[1],y=r[2],z=r[3]},{x,s,t});   ergibt  {s = 1/3*y, t = -z-1/3*y+2, x = -2*z-2/3*y+4},

wobei letzteres die Koordinatenform (anders geschrieben) der Ebenengleichung ist.

b) Durchstoßpunkte der Koordinatenachsen

Die Durchstoßpunkte der Koordinatenachsen errechnet man durch Nullsetzen von x, y oder z:

z.B. Durchstoßpunkt der x-Achse (y=0=z): 12=3*x  => x=4  also  SPx:=[4,0,0]; 

- allgemein: A*x + B*y + C*z = D

Durchstoßpunkt der x-Achse: x = D/A

c) Schnittpunkt einer Geraden mit der Ebene

g:  r=[0,0,3]+[2,3,-3]*k

x=2*k  y=3*k  z=3-3*k  in die Koordinatenform (12=3*x+2*y+6*z)der Ebenengleichung eingesetzt: 

3*(2*k)+2*(3*k)+6*(3-3*k)=12

-6*k+18=12

k=1  in die Parameterform der Geradengleichung eingesetzt ergibt den Schnittpunkt: SP:=[2,3,0];

5) Schnittgerade zweier Ebenen

a) Schnittgerade zweier Ebenen in Koordinatenform

E1: x + y + z = 2

E2: x - y + z = 1

Nun wird eine Koordinate als Parameter gewählt (z.B. z = t) und die beiden Gleichungen werden nach x und y aufgelöst: man erhält eine Geradengleichung in Parameterform:

freie Variable: z = t

x + y + t = 2     => x = 2 - y - t  (wird in E2 eingesetzt)

2 - y - t - y + t = 1   => y = 1/2   => x = 3/2 - t 

x = 1.5 - t                     / 1.5 \      /-1 \

y = 0.5         => g:  r = | 0.5  |  + |  0  |  t

z = t                             \  0   /      \ 1 /

Maple:

Definition der beiden Ebenen:

> E1:= x + y + z = 2;

> E2:= x - y + z = 1;

Ersetzen von z durch den freien Parameter t und Aufloesen des Gleichungssystems nach den verbleibenden Koordinaten:

> z:=t;

> sol:=solve({E1,E2},{x,y});   ergibt  sol := {y = 1/2, x = 3/2-t}

Daraus bildet man dann die Geradengleichung in Parameterform:

> assign(sol):

> g:=[x,y,z];   ergibt  g:=[3/2-t,1/2,t];

Freigeben der Koordinaten:

> unassign('x','y','z'):

b) Schnittgerade zweier Ebenen in Parameterform

             / 4 \      / 2 \        / 8 \                           / 6 \      / 4 \        /-2 \

E1:  r = |  6  | + |  3  | s + |  6  | t          E2:  r = |  9  | + |  6  | k + | -4  | j 

             \-2 /     \-2 /        \-2 /                           \-4 /     \-4 /         \ 6 /

(Wichtig ist, dass man vier verschiedene Parameter waehlt)

Nun setzt man die beiden Ebenen gleich und loest das ganze nach einem frei bleibenden Parameter auf (in diesem Fall k):

4 + 2 s + 8 t = 6 + 4 k - 2 j                 2 s + 8 t + 2 j = 2 + 4 k

6 + 3 s + 6 t = 9 + 6 k - 4 j                3 s + 6 t + 4 j = 3 + 6 k

-2 - 2 s - 2 t = -4 - 4 k + 6 j              -2 s - 2 t - 6 j = -2 - 4 k

Mit zum Beispiel dem Gaußverfahren lässt sich das Gleichungssystem dann auflösen:

| 2   8   2      2 + 4 k|         | 2   8   2   2- 4 k |

| 3   6   4     3 + 6 k|    => | 0 -6   1         0    |  => j = 0     t = 0     s = 1 + 2 k 

|-2  -2  -6   -2 - 4 k|         | 0   0  -3        0    |

Nun setzt man z.B. s und t in E1 ein und erhält die Parameterform der Geradengleichung.

          / 6 \     /  4 \

g:  r = |  9 | + |  6  | k          

          \-4 /     \-4 /

Maple:

> _w(student):

Definition der Ebenen:

> E1:=expand([4,6,-2]+[2,3,-2]*s+[8,6,-2]*t);

> E2:=expand([6,9,-4]+[4,6,-4]*k+[-2,-4,6]*j);

Gleichsetzen und Auflösen:

> sol:=solve(equate(E1,E2),{s,t,j});   ergibt sol := {t = 0, j = 0, s = 1+2*k}

Zuweisen der Lösung: 

> assign(sol);

Aufruf der Geradengleichung durch 

> E1; oder E2;   ergibt  [4*k+6, 6*k+9, -4*k-4]

Definition der Geraden:

> g:=%;

Nicht vergessen vor dem Weiterrechnen die Variablen wieder frei zu geben:

> unassign('s','t','j');

Zeichnung der Ebenen und der Schnittgerade (kann man auf dem Cassiopeia vergessen):

> E1:=expand([1,2,3]+[1,-1,2]*t+[1,-1,1]*s);

> E2:=expand([1,0,1]+[0,1,2]*k+[2,0,1]*j);

> p1:=plot3d(E1,s=-4..4,t=-4..4,axes=normal,orientation=[30,70]):

> p2:=plot3d(E2,k=-4..4,j=-4..4,axes=normal,orientation=[30,70]):

> p3:=plot3d(g,j=-4..4,x=-2..6,axes=normal,orientation=[30,70],thickness=3):

> _w(plots):

> display(p1,p2,p3,view=[0..4,0..3,0..8],orientation=[-20,65]);

c)  Schnittgerade zweier Ebenen in Parameter- und Koordinatenform

             / 4 \      / 2 \        / 8 \                        

E1:  r = |  6  | + |  3  | s + |  6  | t          E2:  x - y + z = 1;

             \-2 /     \-2 /        \-2 /                         

Nun setzt man die x-, y- und z-Komponente der Ebenengleichung in die Parametergleichung ein

4 + 2 s + 8 t - 6 - 3 s - 6 t - 2 - 2 s - 2 t = 1  

und erhält folgende vereinfachte Gleichung,

 -3*s-4 = 1

die wiederum nach s aufgelöst wird:

s = -5/3

Diese setzt man in die Parameterform der Ebenengleichung ein und erhält die Geradengleichung:

          / 2/3 \     /  8 \

g:  r = |   1   | + |  6  | t 

          \ 4/3 /     \-2 /

Maple:

Definition der Ebenen:

> E1:=expand([4,6,-2]+[2,3,-2]*s+[8,6,-2]*t);

> E2:= x - y + z = 1;

Definition der Koordinaten x, y und z:

> x:=E1[1]:

> y:=E1[2]:

> z:=E1[3]:

Aufruf von E2 ergibt:   -3*s-4 = 1

Definition von s:

> s:=solve(E2,s);   ergibt  s := -5/3

Freigeben der Koordinaten:

> unassign('x','y','z'):

Aufruf der Geradengleichung durch:

> E1;   ergibt   [8*t+2/3, 6*t+1, -2*t+4/3];

Definition von g:

> g:=%;

O) Lösung von linearen Gleichungssystemen

1) Gaußverfahren

Gleichungssystem (z.B. zur Berechnung des Durchstoßpunktes einer Geraden durch eine Ebene): 

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1    1   vereinfacht geschrieben:  | a11  a12  a13   b1 |  

a21*x1 + a22*x2 + a23*x3 = b2    2                                            | a21  a22  a23   b2 | 

a31*x1 + a32*x2 + a33*x3 = b3    3                                            | a31  a32  a33   b3 |   

kurz: A*vector(x) = vector(b)

A ist die Koeffizientenmatrix, die mit einem Vektor multipliziert wird

1 wird nun mit (- a21/a11) multipliziert und mit 2 addiert; ergibt 2' (ohne x1)

1 wird mit (-a31/a11) multipliziert und mit 3 addiert; ergibt 3' (ohne x1)

2' wird mit (-a32/a22) multipliziert und mit 3' addiert; ergibt 3'' (ohne x1,x2)

Danach ergibt sich folgendes Gleichungssystem, das einfach mit x3 anfangend gelöst werden kann: 

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1    1
                a22*x2 + a23*x3 = b2    2'

                                a33*x3 = b3    3''
Beispiel: 

| 1    2    3     1 |      1

| 1   -1    1     2 |      2
| 1   -2    1     3 |      3
-----------------

| 0   -3   -2      1  |      1*(-1/1) + 2 => 2'  

| 0   -4   -2      2  |      1*(-1/1) + 3 => 3'
| 0    0    2/3   2/3|      2' *(-(-4/-3)) + 3' => 3''
2/3*x3 = 2/3                   => x3=1

-3*x2 - 2*x3 = 1             => x3 eingesetzt: x2=-1

1*x1 + 2*x2 + 3*x3 = 1  => x2 und x3 eingesetzt: x1=0    

x1=0;  x2=-1;  x3=1;  

(Bei Ebenen und Geraden, deren Schnittpunkt berechnet werden soll, kommt als Ergebnis je nach Wahl der Parameter z.B. s, t und k raus, die dann noch zur Berechnung des Schnittpunktes in die jeweilige Gleichung eingesetzt werden müssen)

Maple:

> _w(linalg):

> A:=matrix(3,4,[1,2,3,1,1,-1,1,2,1,-2,1,3]); 

ergibt:                  [1     2    3    1]

                    A := [1    -1    1    2]

                            [1    -2    1    3]

> B:=gausselim(A);

ergibt:                   [1     2     3      1 ]

                     B := [0    -3    -2      1 ]

                             [0     0    2/3    2/3]

> backsub(B);   ergibt  [0, -1, 1];

d.h.: x3=1;  x2=-1;  x1=0;

2) Cramer'sche Regel

a) Lösung von Gleichungssystemen mit Determinanten

a11*x1 + a12*x2 + a13*x3 = b1      vereinfacht     | a11  a12  a13   b1 |    Bsp: | 1   2   3   1 |

a21*x1 + a22*x2 + a23*x3 = b2      geschrieben:   | a21  a22  a23   b2 |            | 2   1   3   2 |

a31*x1 + a32*x2 + a33*x3 = b3                             | a31  a32  a33   b3 |            | -1  2  -1  3 |

                                                         | a11  a12  a13 |                                            

Die Lösung einer Determianten D= | a21  a22   a23 |  sieht folgendermaßen aus:
                                                         | a31  a32   a33 |      
- man streicht (gedanklich) alle Koeffizienen in der Reihe und Spalte von a11 und multipliziert diesen mit der Differenz des diagonalen Produktes von a22 mit a33 und a23 mit a32: 

a11*(a22*a33 - a23*a32)

Mit a12 und a13 wird dann genauso verfahren, wobei a12 ein negatives und a13 wieder ein positives Vorzeichen bekommt.

Hat das lineare Gleichungssystem nur eine Lösung, kann man diese auch so schreiben:

      | a11  a12  a13 |                                                | 1   2   3 |

D= | a21  a22  a23 |  = Determinante    Bsp:  D = | 2   1   3 | = 6

      | a31  a32  a33 |                                                |-1  2  -1 |

D=  a11*(a22*a33 - a23*a32) - a12*(a21*a23 - a23*a31) + a13*(a21*a32 - a22*a31)

        | b1  a12  a13 |                        | 1  2  3 |                          

D1= | b2  a22  a23 |       Bsp:  D1 = | 2  1  3 |  =  18    => x1 = D1/D = 3

        | b3  a32  a33 |                         | 3  2 -1 |      

D1=  b1*(a22*a33 - a23*a32) - a12*(b2*a23 - a23*b3) + a13*(b2*a32 - a22*b3)  

=>  x1=D1/D

        | a11  b1  a13 |                          | 1   1   3 |

D2= | a21  b2  a23 |        Bsp:  D2 = | 2   2   3 | = 12    => x2 = D2/D =2

        | a31  b3  a33 |                          |-1   3 -1 |

D2=  a11*(b2*a33 - a23*b3) - b1*(a21*a23 - a23*a31) + a13*(a21*b3 - b2*a31) 

=>  x2=D2/D

        | a11  a12  b1 |                          | 1  2  1 |  

D3= | a21  a22  b2 |        Bsp:  D3 = | 2  1  2 | = -12    => x3 = D3/D = -2

       | a31  a32  b3 |                           |-1  2  3 |

D3=  a11*(a22*b3 - b2*a32) - a12*(a21*b3 - b2*a31) + b1*(a21*a32 - a22*a31)  

=>  x3=D3/D

Maple:

> _w(linalg):

Aufstellen und Lösen der Hauptdominante:

> A:=matrix(3,3,[1,2,3,2,1,3,-1,2,-1]);

> Dt:=det(A);   ergibt: Dt:=6

Aufstellen und Lösen der drei Nebendominanten:

> A1:=matrix(3,3,[1,2,3,2,1,3,3,2,-1]);

> D1:=det(A1);  ergibt D1:=18

> x1:=D1/Dt;   ergibt x1:=3

> A2:=matrix(3,3,[1,1,3,2,2,3,-1,3,-1]);

> D2:=det(A2);   ergibt D2:=12

> x2:=D2/Dt;   ergibt x2:=2

> A3:=matrix(3,3,[1,2,1,2,1,2,-1,2,3]);

> D3:=det(A3);   ergibt D3:=-12

> x3:=D3/Dt;   ergibt x3:=-2

b) Vereinfachung von Determinanten

Um sich die Rechnerei zu erleichtern kann man die Determinanten auch vereinfachen, indem man versucht, dass a11, a12 oder a13 Null (z.B. a12=0, a13=0) werden, da dann nur noch  a11*(a22*b3 - b2*a32) übrigbleibt.

       | 1   2   3 |  1. Zeile                                        |-1  1  0 |                                               |-1   0   0 |

D = | 2   1   3 |  2. Zeile   1. Zeile - 2. Zeile: D = | 2   1  3 |    2. Spalte + 1. Spalte:  D = | 2   3   3 |

       |-1   2 -1 |  3. Zeile                                        |-1  2  -1|                                               |-1   1 -1 |

       1.  2.  3. 
         Spalte
=> D = a11*(a22*b3 - b2*a32) = 6

P) Metrik

                                                                         ->

Zur Vereinfachung nehme ich für den Vektor  a   die Bezeichnung a und für den Betrag des Vektors a.

1) Betrag eines Vektors

Definition: Unter dem Betrag eines Vektors a versteht man die Länge der zu a gehörenden Pfeile. Der Betrag von a wird mit | a | bezeichnet. | a | = a = sqrt(ax^2+ay^2+az^2)

Maple: a:=[1,2];  

            norm(a,2);   ergibt sqrt(5)

Einheitsvektor: zeigt in a -Richtung mit der Länge 1: a0 = a / a

Mittelpunkt: m = 1/2* (a + b)

2) Skalarprodukt

Definition: Ist φ der Winkel zwischen den Vektoren a und b, so heißt a*b =a*b *cos(φ) das Skalarprodukt von a und b.

Satz: Für a, b mit a  0, b  0 gilt: a  b genau dann, wenn a*b=0

Koordinatenform des Skalarproduktes: 

           /a1\     /b1\

a*b = | a2 | * | b2|  = a1b1 + a2b2 + a3b3

           \a3/     \b3/

Geometrische Bedeutung von a * b:

Das Skalarprodukt ist die Maßzahl der Fläche des Rechtecks mit den Seiten a und ba, wobei ba die Projektion von b auf a ist (genauso kann man a auf b projizieren).

a*b =a*b *cos(φ)      mit ba = b *cos(φ)        folgt: a*b =a*ba

Rechenregeln:

1)    a*b = b*a


Kommutativgesetz

2)    r*a*b = r(a*b)

3)   (a+b)*c = a*c + b*c

Distributivgesetz
a) a*a ungleich 0     a*a=0 nur für a=0 

Maple: Berechne den Winkel zwischen den zwei Vektoren a und b.

> _w(linalg):

Definition der Vektoren:

> a:=[1,2]; b:=[3,4];

Skalarprodukt:

> innerprod(a,b);   ergibt 11

Eingeschlossener Winkel:

> evalf(solve(cos(phi)=innerprod(a,b)/(norm(a,2)*norm(b,2)),phi)*180/Pi);   ergibt 10.3°

3) Normalenform der Geradengleichung 2D
a) Erstellung der Normalenform 

gegeben: r=(x,y)

gesucht: n mit n  r   n=(nx,ny)

also :  n*r = 0

           nx*x + ny*y = 0 

           aufgelöst nach y ergibt dies die Geradengleichung der Form m*x+b:

           y = - nx / ny * x      => m = - nx / ny

           da der y-Achsenabschnitt Null ist handelt es sich um eine Ursprungsgerade, die senkrecht auf dem Normalenvektor  n steht

Maple:

> _w(linalg):

> r:=[x,y];  n:=[1,2];

Auflösen nach y:

> solve(innerprod(r,n)=0,y);   ergibt -1/2*x

Für eine beliebige Gerade gilt: r * n = d 

           nx*x + ny*y = d 

           aufgelöst nach y ergibt dies die Geradengleichung der Form m*x+b:

           y = - nx / ny * x + d/ny     => m = - nx / ny    b = d/ny

           die Gerade steht senkrecht auf dem Normalenvektor n und hat den Abstand d/n vom Ursprung

Maple:

> solve(innerprod(r,n)=d,y);   ergibt -1/2*x+1/2*d

Herleitung des Abstandes vom Ursprung:

Jeder Vektor r, der auf die Gerade zeigt, ergibt mit dem Normalenvektor multipliziert das gewählte d. Projiziert man die r-Vektoren auf den Normalenvektor n, so erhält man den Abstand d0 vom Ursprung. Für d0 muss, wie für alle r-Vektoren auch, gelten:

n*r = d = n*d0    => d0 = d/n

Zusammenfassung:

n*r = d beschreibt die Gerade, die senkrecht auf n steht und den Abstand d0=d/n vom Ursprung hat.

Andere Schreibweise:     n*r = d          |:n

                                    n/n * r = d/n

                                       n0*r = d0

Dieser Hessischen Normalenform HNF (n0*r = d0) mit Normaleneinheitsvektor n0 kann man den Abstand vom Ursprung unmittelbar ansehen. 

In r*n = d kann d positiv, oder negativ sein, je nachdem, ob der Normalenvektor auf die Gerade zeigt, oder von ihr weg. Für den Abstand d0 nimmt man den Betrag.

Maple: 

> _w(linalg):

Normalenform:

> innerprod(r,n)=d;   ergibt x+2*y = 2

Normaleneinheitsvektor: 

> n0:=n/norm(n,2);

Abstand vom Ursprung:

> d0:=d/norm(n,2);

Hessische Normalenform:

> HNF:=innerprod(n0,r)=d0;   ergibt 1/5*x*sqrt(5)+2/5*y*sqrt(5) = 2/5*sqrt(5)

in einem Befehl:

> innerprod(r,n/norm(n,2))=d/norm(n,2);   

Nach y aufgelöst ergeben beide Formen: 

> solve(HNF,y);   ergibt -1/2*x+1

- Prozedur zur Berechnung des Abstandes vom Ursprung und der Geradengleichung; Aufruf durch prHNF(r,n,d); also z.B. prHNF([1,2],[x,y],2);

prHNF:=proc(r,n,d) local n0,d0,HNF; _w(linalg): n0:=n/norm(n,2); d0:=d/norm(n,2); HNF:=innerprod(n0,r)=d0; solve(HNF,y); print(`Hessische Normalenform`,HNF); print(`Geradengleichung y =`,solve(HNF,y)); print(`Abstand vom Ursprung d0 =`,d0); end:
b) Normalenform mit Aufpunkt P

Für einen Punkt P auf der Geraden mit dazugehörigem Vektor p muss gelten: n*p = d

                      r*n = n*p = d

            r*n - p*n = 0

                (r - p)n = 0             |:n  ergibt Hessische Normalenform

HNF: (r - p) * n0 =0

Für den Abstand vom Ursprung gilt wie bisher: d0 = d/n , wobei man sich d aus n*p=d berechnen muss.

Maple: 

> n:=[4,1]; p:=[2,1]; r:=[x,y];

Normalenform:

> innerprod((r-p),n)=0;   ergibt 4*x-9+y = 0

Geradengleichung:

> solve(innerprod((r-p),n)=0,y);   ergibt -4*x+9

Abstand vom Ursprung:

> innerprod(p,n);   ergibt 9

- Prozedur zur Berechnung des Abstandes vom Ursprung und der Geradengleichung; Aufruf durch prpn(r,n,p); also z.B. prpn([x,y],[4,1] ,[2,1]);

prpn:=proc(r,n,p) global d,d0; _w(linalg): d:=innerprod(p,n); d0:=d/norm(n,2); print(`Normalenform`,innerprod((r-p),n)=0); print(`Geradengleichung y =`,solve(innerprod((r-p),n)=0,y)); print(`Abstand vom Ursprung d0 =`,d0); end:
c) Umwandlung der Normalenform in die Parameterform

Man erhält die Parameterform aus der Normalenform, indem man p als Aufpunkt und einen zu n orthogonalen Richtungsvektor nimmt. 

    g:  x = p + v*t            mit  v  n     d.h.  v=(ny/-nx)

d) Abstand zweier Geraden

Den Abstand zweier Geraden berechnet man aus der Differenz ihrer Abstände zum Ursprung.  

e) Abstand eines Punktes Q von einer Geraden

    g:  r*n = d         HNF: r*n0 = d0       mit  n0 = n/n   d0 = d/n

Zu dem Punkt Q gehört der Vektor q; projiziert man den Vektor q auf den Normalenvektor n so erhält man den Abstand qn des Punktes vom Ursprung. Der Abstand des Punktes von der Geraden ist somit die Differenz der Abstände von Punkt und Gerade vom Ursprung.

Für die Gerade gilt:          d0 = r*n0 

analog gilt für den Punkt: qn = q*n0
Differenz der Abstände zum Ursprung:

δ = | qn - d0 | = | r*n0 - q*n0 | =  | n0 * (r - q ) | = | d0 - n0*q |      mit d0 = d/n  => δ = | (n*q - d) /n |

Den Lotfußpunkt kann man sich wie folgt berechnen:

Aufstellen zweier Geradengleichungen und Berechnung des Schnittpunktes:

g: Umwandeln in Geradengleichung oder Parameterform mit Aufpunkt und einen zu n orthogonalen Richtungsvektor

zu g orthogonale Gerade: Aufpunkt Q und Richtungsvektor n 

Maple: 

Die Gerade ist durch einen Normalenvektor und d gegeben:

> r:=[x,y]; n:=[1,2]; d:=8; q:=[8,4]; 

Abstand von Q zu g:

> delta:=abs((innerprod(n,q)-d)/norm(n,2));   ergibt  delta := 8/5*sqrt(5)

Die Gerade ist durch einen Normalenvektor und einen Punkt auf der Geraden gegeben:

> n:=[4,1]; p:=[2,1]; r:=[x,y]; q:=[8,4];

Abstand von Punkt und Gerade:

> delta:=abs(innerprod(p,n)/norm(n,2)-innerprod(q,n/norm(n,2)));   ergibt delta := 27/17*sqrt(17)

4) Normalenform der Ebenengleichung 3D
Im 2D-Raum beschreibt die Normalenform eine Gerade, während im 3D-Raum die Normalenform eine Ebene beschreibt.

Beispiel: r:=[x,y,z]; n:=[2,2,4]; d:=8;       r*n = d

Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 2*x + 2*y + 4*z = 8 

Abstand vom Ursprung:

Es gilt wie bisher: d0 = d/n

Winkel zwischen zwei Ebenen (entspricht dem Winkel zwischen den beiden Normalenvektoren):

cos(αn1*n2/(n1*n2)

Winkel zwischen Gerade und Ebene entspricht dem Winkel zwischen dem Normalenvektor der Ebene und dem Richtungsvektor der Gerade:

sin(αn*v/(n*v)

Winkel zwischen zwei Geraden als Winkel zwischen ihren Richtungsvektoren:

cos(α) = | u*v/u*v |

ein paar Aufgaben:

1) Gib Gleichungen für parallele Ebenen an und berechne ihren Abstand

- parallele Ebenen haben zwei linear abhängige Normalenvektoren und verschiedene d:

  E1:  r:=[x,y,z]; n1:=[2,2,4]; d1:=8; 

- Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 2*x + 2*y + 4*z = 8 

- Gekürzt: x + y +2*z = 4

  d01 = d1/n1     mit n1 = sqrt(24)    d01 = 8/sqrt(24) = 8/2*sqrt(6)

  E2: r:=[x,y,z]; n2:=[4,4,8]; d2:=4;

- Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 4*x + 4*y + 8*z = 4

- Gekürzt: x + y + 2*z = 1 

  d02 = d2/n2   mit n2 = sqrt(96)    d02 = 4/sqrt(96) = 4/4*sqrt(6)

- Abstand der Ebenen:

  d = d01 - d02 = 2/3*sqrt(6) - 1/6*sqrt(6) = 1/2*sqrt(6)
2) Fälle das Lot vom Punkt P auf die Ebene E, berechne den Abstand des Punktes von der Ebene und den Lotfußpunkt
n:=[2,2,4];  d:=8;   p:=[4,4,4];

n*r = d ergibt: x + y +2*z = 4

- Berechnung des Lotfußpunktes L:

- Zu E orthogonale Gerade durch den Punkt P:

  g:  x = [4,4,4] + [1,1,2]*t

- Schnittpunkt von g mit E durch Einsetzen der x-, y- und z-Komponente von g in E, 

4 + t + 4 + t + 8 + 4*t = 4   und Auflösen nach t:  t = -2

- Einsetzen von t in g ergibt den gesuchten Lotfußpunkt L:   L:=[2,2,0];

- Abstand von E und P entspricht der Strecke PL:

- Abstandsformel: PL:=sqrt((x2-x1)^2+(y2-y1)^2+(z2-z1)^2);   ergibt sqrt(24)  

- Andere Möglichkeit: δ = | (n*q - d) /n |   ergibt sqrt(24)

Anmerkung: Für Abstände („distance(A,E)“), Winkel („FindAngle(g,E)“) und Schnittpunkte („intersection(S,g,E)“) ist in Maple die Verwendung von geom3d zu empfehlen.

5) Vektorprodukt

a) Herleitung des Vektorproduktes

             /ax \           /bx \

geg.: a=| ay |      b=| by  |

             \az /           \ bz /

             /nx \

ges.: n=| ny  |    mit n  a  und n  b
             \nz /

                                               /ay*bz-az*by \

a*n = 0   ergibt aufgelöst: n=| -az*bz+azbx  |

b*n = 0                                   \ax*by-az*bx /

Dies kann man auch mit dem Vektorprodukt berechnen:
                   |  i     j    k |               / 1 \             / 0 \              / 0 \
n = a x b = | ax  ay  az |   mit i = | 0  |      j = |  1  |      k = |  0  |

                   | bx  by  bz |              \ 0 /            \ 0  /             \ 1  /

Eigenschaften des Vektorproduktes imVergleich mit dem Skalarprodukt:

a  b   =>   | a x b | = a*b


a*b = 0

a || b    =>   | a x b | = 0


a*b = a*b

weitere Eigenschaften:

b x a = -a x b
a x (b + c) = a x b + a x c
(m*a) x b = a x (m*b) = m*(a x b)

b) Abstand zweier Geraden

g:  x = p + t*u
h:  x = q + t*v
Abstand: d = | (q - p)*n0 |      mit  n0 = n/n     mit  n = u x v

Maple:

Definition der Vektoren:
> p:=[7,7,4]: u:=[1,-2,6]:

> q:=[-3,0,5]: v:=[1,0,-3]:

Geraden in Parameterform:

> g:=expand(p+t*u);

ergibt  g := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

> h:=expand(q+s*v);

ergibt  h := [s - 3, 0, -3 s + 5]

Normalenvektor:

> n:=crossprod(u,v);

ergibt  n := [6, 9, 2]

Normaleneinheitsvektor:

> n0:=crossprod(u,v)/norm(n,2);

ergibt  n0 := 1/11 [6, 9, 2]

Abstand der Geraden:

> d=abs(innerprod((q-p),n0));

ergibt  d = 11

Sind die beiden Geraden in Parameterform gegeben, so kann man den Abstand auch mit der Abstandsformel berechen:d^2 = (x2 - x1)^2 + (y2 - y1)^2 + (z2 - z1)^2

Ist nach dem kleinstmöglichen Abstand gefragt, so wählt man zwei Parameter s und t, leitet d^2 einmal nach s und einmal nach t ab setzt sie gleich Null und löst die beiden Gleichungen. Man erhält s und t, die man nur noch in die Geradengleichungen einsetzen muss.

Bewegen sich zwei Körper auf den Geraden, so nimmt man nur t als Parameter und verfährt dann wie oben.
Maple: (für g und h werden die Parametergleichungen von oben verwendet)

1) Berechne den kleinstmöglichen Abstand von g und h.

Abstandsformel:

> d2:=expand((g[1]-h[1])^2+(g[2]-h[2])^2+(g[3]-h[3])^2);

                     2                                    2

 
d2 := 41 t  - 20 t + 34 t s + 150 - 26 s + 10 s

Aufstellen der beiden Gleichungen (einmal nach t und einmal nach s abgeleitet):

> gl1:=diff(d2,t);

ergibt  gl1 := 82 t - 20 + 34 s

> gl2:=diff(d2,s);

ergibt  gl2 := 34 t - 26 + 20 s

Auflösen der beiden Gleichungen:

> sol:=solve({gl1,gl2});

ergibt  sol := {t = -1, s = 3}

Zuweisen der Lösung:

> assign(sol);

Abstandsquadrat:

> d2;

ergibt 121
=> d=11

Punkte auf g und h bei denen der kleinste Abstand erreicht wird:

> g;

ergibt [6, 9, -2]

> h;

ergibt [0, 0, -4]

Löschung der Belegung der Variablen:

> unassign('s','t');

2) g und h sind Bahnen von Körpern. Berechne ihren kleinstmöglichen Abstand.

Die Gleichungen für g und h haben nun nur einen Parameter:

> g:=expand(p+t*u);                   g := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

> h:=expand(q+t*v);                   h := [t - 3, 0, -3 t + 5]

Abstandsformel:

> d2:=expand((g[1]-h[1])^2+(g[2]-h[2])^2+(g[3]-h[3])^2);

                                       2

                       d2 := 150 + 85 t  - 46 t

Ableiten, Nullsetzen, Auflösen:

> t:=solve(diff(d2,t));

                                    23

                               t := --

                                    85

Punkte an denen sich die Körper bei ihrem kleinstmöglichen Abstand befinden:

> g;

                            618  549  478

                           [---,   ---,    ---]

                            85    85     85

> h;

                             -232     356

                            [----, 0,  ---]

                              85       85

Kleinstmöglicher Abstand der Körper:

> d2;

                                12221

                                -----

                                 85

> evalf(d2);

                             143.7764706

Löschen der Variablenbelegung:

> unassign('t');

c) Abstand von Punkt und Gerade

g:  x = r0 + v*t

P:  p
(r - p)*v = 0  nach t auflösen und t in g einsetzen ergibt den Lotfußpunkt L; die Länge des Vektors PL entspricht dem Abstand.

auch hier kann man wieder die Abstandsformel anwenden (Verfahren siehe oben)

Maple: Berechne den Abstand eines Punktes P zu einer Geraden.

1) Methode 1 mit (r - p)*v = 0:

Definition der Vektoren:

> r0:=[7,7,4]: v:=[1,-2,6]: p:=[2,0,-10]:

Definition der Geraden:

> r:=expand(r0+v*t);                   r := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

Die Formel (r - p)*v = 0 wir nach t aufgelöst:

> solve(innerprod((r-p),v)=0,t);

ergibt -75/41

Lotfußpunkt durch Einsetzen von t in r:

> L:=subs(t=solve(innerprod((r-p),v)=0,t),r);

                              212  437  -286

                     L := [---,   ---,   ----]

                              41    41     41

Die Länge des Vektors PL ist der Abstand:

> norm((L-p),2);

                             33

                             -- sqrt(205)

                             41

> evalf(%);

ergibt 11.52409988

2) Methode 2 mit Abstandsformel:

> d2:=expand((r[1]-p[1])^2+(r[2]-p[2])^2+(r[3]-p[3])^2);

                                              2

                      d2 := 270 + 150 t + 41 t

Ableiten, Nullsetzen und Auflösen nach t:

> solve(diff(d2,t));

                                 -75

                                 ---

                                 41

Einsetzen von t in r und d2:

> subs(t=solve(diff(d2,t)),r);

                            212  437  -286

                           [---,   ---,   ----]

                            41    41     41

> sqrt(subs(t=solve(diff(d2,t)),d2));

                             33

                             -- sqrt(205)

                             41

d) Abstand einer Gerade zu einer Ebene

Für die Gerade und die Ebene muss gelten: n*v = 0   ansonsten sind g und E nicht parallel

Man kann eine zu g (x = r0 + v*t) und E (r*n = d) orthogonale Gerade mit Richtungsvektor n und Aufpunkt r0 nehmen (x = r0 + n*t)und sich deren Schnittpunkt mit der Ebenen und der Geraden ausrechen. Die Länge des Vektors zwischen diesen beiden Punkten ist der gesuchte Abstand. 

besser: Den Aufpunkt der Geraden als Punkt P nehmen und dann mit δ = | (n*q - d) /n | den Abstand berechnen.

e) Flächen und Volumen

Mit dem Betrag des Vektorprodukt zweier Vektoren a und b, wird der Flächeninhalt eines Parallelogramms mit den Seitenlängen a und b berechnet:  A = |a x b|

Der Flächeninhalt eines Dreiecks hat entsprechen: A = ½*|a x b|

Für ein Spat mit der Grundfläche eines Parallelogramms gilt das Spatprodukt: V = |c*(a x b)| = G*h

Eine Pyramide mit der Grundfläche eines Dreieck (also eines halben Parallelogramms) und der Höhe h hat folgendes Volumen: V= 1/6*|c*(a x b)|

f) Zusammenfassung Abstände und Winkel

Abstände:

2D

zweier Punkte:  = sqrt((x2 - x1)^2 + (y2 - y1)^2)

Gerade (r*n = d) - Punkt (q):  = | (n*q - d)/n |

                          = | n0*(q - p) |

Gerade - Gerade:  = | (d2 - d1)/n | 

3D

Gerade (r = r0 + v*t) - Punkt (q):  = (r - q)*v = 0

Gerade - Ebene:  = | (r0*n - d)/n |

Gerade (r = p + t*u) - Gerade (r = q + t*u):  = n0*(q - p)   mit n0 = n/n   und n = u x v

Ebene (r*n = d) - Punkt (q):  = | (n*q - d)/n |

Winkel

zwischen zwei Vektoren: cos() = a*b/(a*b)

zweier Geraden: cos() = v1*v2/(v1*v2)

zweier Ebenen: cos() = n1*n2/(n1*n2)

Ebene - Gerade: sin() = n*v/(n*v)

Q) Kreis und Kugel

1) Gleichungen von Kreis und Kugel

Kreis

r^2 = (x - m)^2 = r^2   r ist der Radius, m der Vektor zum Kreismittelpunkt und x der Ortsvektor zu einem Punkt auf dem Kreis; ergibt ausmultipliziert die Koordinatenform 

Sonderfall: Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung   m=0

r^2 = x^2 + y^2 (implizit)


=> y = +-sqrt(r^2-x^2) (explizit)

Kreis mit Mittelpunkt m=(mx,my)  x=(x,y)

 (x-mx)^2 + (y-my)^2 = r^2

Kugel

r^2 = (x - m)^2

Mittelpunkt im Ursprung: m=0  x=(x,y,z)

r^2 = x^2 + y^2 + z^2

Mittelpunkt m=(mx,my,mz)

r^2 = (x-mx)^2 + (y-my)^2 + (z-mz)^2

Bestimmung von Mittelpunkt und Radius einer Kugel:

x^2 + y^2 + z^2 + 4*x - 6*y + 8*z = 7

x^2 + 4*x       + y^2 - 6*y        + z^2 + 8*z        = 7

x^2 + 4*x + 4 + y^2 - 6*y + 9 + z^2 + 8*z + 16 = 7 + 4 + 9 + 16

(x + 2)^2        + (y - 3)^2         + (z + 4)^2          = 36

=> m=(-2,3,-4)  r=6

Maple:

> _w(student):

> completesquare(x^2+y^2+z^2+4*x-6*y+8*z=7,[x,y,z]);

Lage von Punkten zu Kugeln

Bestimme die Lage der Punkte A(5|10|-8), B(8|4|3) und C(1|6|2) bezüglich der Kugel mit dem Mittelpunkt M(-3|2|-4) und dem Radius r=12

144 = (x+3)^2 + (y-2)^2 + (z+4)^2

Für x=(x,y,z) setzt man nun die Punkte A, B und C ein:

A:  (5+3)^2 + (10-2)^2 + (-8+4)^2 = 144   => A liegt auf der Kugel

B:  (8+3)^2 + (4-2)^2 + (3+4)^2 = 174  => B liegt außerhalb der Kugel 

C:  (1+3)^2 + (6-2)^2 + (2+4)^2 = 68   => C liegt innerhalb der Kugel

In geom3d kann man auch mit „distance(M,A)“ sich den Abstand des Punktes zum Mittelpunkt ausrechnen und dann anschließend mit dem Radius vergleichen.

2) Kreis und Gerade

Die Schnittmenge einer Geraden und eines Kreises berechnet man wie gewohnt durch z.B. Einsetzen und Auflösen: 

Keine Lösung:     Passante

Eine Lösung:       Tangente

Zwei Lösungen:   zwei Schnittpunkte

Tangenten an den Kreis (x -m)^2 = r^2 im Berührpunkt B(b1/b2):

(x - m)*(b - m) = r^2

Mit x=(x,y) und m=(m1,m2):

(x - m1)*(b1 - m1) + (y - m2)*(b2 - m2) = r^2

Polare an den Kreis zum Punkt P(p1/p2) 

(x - m)*(p - m) = r^2

Mit x=(x,y) und m=(m1,m2):

(x - m1)*(p1 - m1) + (y - m2)*(p2 - m2) = r^2

Zur Berechnung der Tangenten vom Punkt P an den Kreis, muss man sich die Schnittpunkte der Polare mit dem Kreis ausrechnen und diese als Berührpunkte in die Tangentengleichung einsetzen. 

Beispiele: 

1) Schnitt der Geraden g mit Aufpunkt [7,3] und Richtungsvektor [1,-1] mit einem Kreis mit Mittelpunkt [2,1] und Radius 5: 

> restart;  with(linalg):

Gerade:

> x:=[x1,x2]:

Mittelpunkt des Kreises:

> m:=[m1,m2]:

Kreisgleichung:

> K:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2:

Wertedefinition:

> x1:=7+t: x2:=3-t: 

> m1:=2: m2:=1: r:=5:

Auflösen und Einsetzen (bei einer Tangente gibt es eine Lösung und bei einer Passante eine imaginäre Lösung)

> sol:={solve(K,t)};

                           sol := {-1, -2}

Schnittpunkte:

> P:=[seq(subs(t=sol[i],x),i=1..nops(sol))];

                        P := [[6, 4], [5, 5]]

Prozedur: Aufruf durch prks(x1,x2,m1,m2,r) also z.B. prks(7+t,3-t,2,1,5);


Bitte genau auf die Lösung achten falls die Imaginäre Einheit I auftaucht. 

prks:=proc(x1,x2,m1,m2,r) global x,m,sol,P,K; local i; _w(linalg): x:=[x1,x2]; m:=[m1,m2]; K:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2; sol:={solve(K,t)}; P:=[seq(subs(t=sol[i],x),i=1..nops(sol))]; if sol={} then print(`Die Gerade ist eine Passante`) fi; if nops(sol)=1 then print(`Die Gerade  ist eine Tangente mir Berührpunkt`,P) fi; if nops(sol)=2 then print(`Die Gerade ist eine Sekante mit den Schnittpunkten`,P[1],`und`,P[2]) fi; end:

Deutlich einfacher als mit dieser „zu-Fuß-Methode“ geht es mit geom3d, wobei die z-Komponente gleich Null ist, da wir uns in einer Ebenen (der x-y-Ebene) und nicht in einem Raum bewegen wollen. 

> with(geom3d):

> line(g,[point(A,7,3,0),[1,-1,0]],t):

> sphere(K,[point(M,2,1,0),5],[x,y,z]):

> intersection(S,g,K);

geom3d/areinterls:   "two points of intersection"

                                  S

> detail(S);

   name of the object: g_intersect1_K

   form of the object: point3d

   coordinates of the point: [5, 5, 0]

   name of the object: g_intersect2_K

   form of the object: point3d

   coordinates of the point: [6, 4, 0]

Ist die Gerade durch die Koordinatenform gegeben so kann sich die Schnittmenge man wie folgt berechnen:

> restart; with(linalg):

> x:=[x1,x2]:

> m:=[m1,m2]: 

Kreisdefinition:

> K:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2:

> g:=x1+2*x2=3:

> m1:=0: m2:=0: r:=sqrt(5):

Auflösen der Gleichungen:

> sol:={solve({K,g},{x1,x2})};

          sol := {{x2 = 2, x1 = -1}, {x2 = 2/5, x1 = 11/5}}

(Schneller geht es natürlich das Gleichungssystem aufzustellen und es dann von Maple lösen zu lassen)

Prozudur: Aufruf durch prksg (g,m1,m2,r) also z.B. prksg(x1+2*x2=3,0,0,sqrt(5));


Auch hier ist die Lösung wieder mit Vorsicht zu genießen.

prksg:=proc(g,m1,m2,r) global m,x,K,sol; _w(linalg): m:=[m1,m2]; x:=[x1,x2]; K:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2; sol:={solve({K,g},{x1,x2})}; if nops(sol)=1 then print(`g ist je nach Lösung eine Tangente oder Passante mit B`,sol) fi; if nops(sol)=2 then print(`g ist eine Sekante mit den Schnittpunkten`,sol[1],`und`,sol[2]) fi; end:

Man kann auch eine Variable einsetzen.

> prksg(x1+2*x2=d,0,0,sqrt(5));

  g ist je nach Lösung eine Tangente oder Passante mit B, {{   2             2

                                                                       x2 = RootOf(5 _Z  - 4 _Z d + d  - 5),

                                         2             2

        x1 = -2 RootOf(5 _Z  - 4 _Z d + d  - 5) + d}}

Hier muss man dann noch die Diskriminante heraussuchen und die Fallunterscheidung machen. 

> allvalues(sol);

                                          2                                                2

  {{x1 = 1/5 d - 2/5 sqrt(-d  + 25), x2 = 2/5 d + 1/5 sqrt(-d  + 25)}

                                                    2                                                2

        }, {{x1 = 1/5 d + 2/5 sqrt(-d  + 25), x2 = 2/5 d - 1/5 sqrt(-d  + 25)}}

Ein elegantere und schneller Methode ist, wenn nicht mit einer Variable gerechnet werden soll, die Verwendung des „geometry-Packages“:

Ist die Gerade in Koordinatenform gegeben, so kann man nicht mehr im dreidimensionalen Raum rechnen, da die Koordinatenform dort eine Ebene beschreibt. Also mit "geometry":

> restart; with(geometry):

> line(g,x+y=10,[x,y]):

> circle(K,[point(M,2,1),5],[x,y]):

Schnittpunkte:

> intersection(S,g,K);

                   [g_intersect1_K, g_intersect2_K]

> coordinates(S[1]);

                                [5, 5]

> coordinates(S[2]);

                                [6, 4]

2) Bestimmung von Tangenten von einem Punkt P(28/-21) an den Kreis mit Mittlepunkt M(3/4) und Radius 5:

> restart; with(linalg): 

> x:=[x1,x2]: m:=[m1,m2]: p:=[p1,p2]:

> Kreis:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2:

> Polare:=innerprod((x-m),(p-m))=r^2:

> m1:=3: m2:=4: 

> p1:=28: p2:=-21:

> r:=5:

Schnittpunkte von Kreis und Polare:

> sol:=solve({Kreis,Polare},{x1,x2});

              sol := {x1 = 0, x2 = 0}, {x1 = 7, x2 = 7}

Gleichung für Tangenten:

> b:=[b1,b2]:

> Tg:=innerprod((x-m),(b-m))=r^2;

      Tg := 25 - 3 b1 - 3 x1 + x1 b1 - 4 b2 - 4 x2 + x2 b2 = 25

Prozedur zur Berührpunktberechnung: Aufruf durch prTgp(p1,p2,m1,m2,r) also z.B. prTgp(-8,3,2,-2,5);


Bitte wieder auf die Lösung achten: Gleich Lösung heißt, dass der Pol P schon ein Berührpunkt ist. 

prTgp:=proc(p1,p2,m1,m2,r) global x,m,p,Kreis,Polare,sol; _w(linalg): x:=[x1,x2]; m:=[m1,m2]; p:=[p1,p2]; Kreis:=innerprod((x-m),(x-m))=r^2; Polare:=innerprod((x-m),(p-m))=r^2; sol:=solve({Kreis,Polare},{x1,x2}); print('Polare',Polare); print(`Die Berührpunkte liegen bei`,sol[1],`und`,sol[2]); end:
Bessere Methode mit dem "geometry-Package":

> restart;with(geometry):

> point(P,28,-21):

> point(M,3,4):

> circle(K,[M,5],[x,y]):

Polare:

> Polar(Pg,P,K):

> detail(Pg);

   name of the object: Pg

   form of the object: line2d

   equation of the line: 25*x-25*y = 0

Schnittpunkte der Polar mit dem Kreis:

> intersection(S,K,Pg);

                  [Pg_intersect1_K, Pg_intersect2_K]

> detail(S);

   name of the object: Pg_intersect1_K

   form of the object: point2d

   coordinates of the point: [7, 7]

   name of the object: Pg_intersect2_K

   form of the object: point2d

   coordinates of the point: [0, 0]

Tangenten vom Pol an den Kreis:

> TangentLine(g1,P,K);

                              [l_1, l_2]

> detail(g1);

   name of the object: l_1

   form of the object: line2d

   equation of the line: -21*x-28*y = 0

   name of the object: l_2

   form of the object: line2d

   equation of the line: 343-28*x-21*y = 0

3) Kugel und Ebenen

Tangentialebenen an die Kugel im Berührpunkt B(b1/b2/b3):

(x - m)*(b - m) = r^2

Mit x=(x,y,z) und m=(m1,m2,m3):

(x - m1)*(b1 - m1) + (y - m2)*(b2 - m2) + (z - m3)*(b3 - m3) = r^2

Schnittkreis einer Kugel mit einer Ebene:

Für einen Schnittkreis braucht man drei Angaben:

· die Schnittebene

· den Kreismittelpunkt M‘

· den Kreisradius r‘

Den Kreismittelpunkt M‘ (Lotfußpunkt von M auf die Ebene) erhält man, indem man die Ebene mit einer Gerade durch den Kugelmittelpunkt als Aufpunkt und dem Normalenvektor als Richtungsvektor schneidet. 

Den Kreisradius r‘ erhält man mit der Formel: r‘ = sqrt(r^2-d^2) , wobei r der Radius der Kugel und d die Länge der Strecke MM‘ ist (Abstand von Kugelmittelpunkt M zur Ebene). 

Beispiele:

1) Berechne den Schnittkreis der Ebene -2*x+y+2*z=19  mit der Kugel mit Mittelpunkt [2,-1,3] und Radius 8.

> restart; with(geom3d):

> plane(E,-2*x+y+2*z=19,[x,y,z]);

                                  E

> sphere(K,[point(M,2,-1,3),8],[x,y,z]);

                                  K

> circle(SK,[E,K]);

                                  SK

> detail(SK);

   name of the object: SK

   form of the object: circle3d

   name of the center: center_SK_1

   coordinates of the center: [-2, 1, 7]

   radius of the center: 2*7^(1/2)

   the circle lies on the plane E

   name of the object: E

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: -2*x+y+2*z-19 = 0

2) Bestimme die Tangentialeben an eine Kugel mit Mittelpunkt [3,-1,4] und Radius 7 im Punkt B[-3,1,1]. 

> restart;with(geom3d):

> point(B,-3,1,1);

                                  B

> sphere(K,[point(M,3,-1,4),7],[x,y,z]);

                                  K

> TangentPlane(Et,B,K);

                                  Et

> Equation(Et,[x,y,z]);

                       17 + 6 x - 2 y + 3 z = 0

4) Kugel und Geraden

Die Schnittmenge einer Geraden und einer Kugel berechnet man wie gewohnt durch z.B. Einsetzen und Auflösen.

Polarebene der Kugel K zum Punkt P(p1/p2/p3):

(x - m)*(p - m) = r^2

Mit x=(x,y,z) und m=(m1,m2,m3):

(x - m1)*(p1 - m1) + (y - m2)*(p2 - m2) + (z - m3)*(p3 - m3) = r^2

Der Tangenitalkegel an die Kugel K mit der Spitze P berührt die Kugel in einem Kreis. Dieser Kreis ist der Schnittkreis der Polarebenen mit der Kugel. 

5) Schnitt zweier Kugeln

Zwei Kugeln schneiden sich in einem Kreis, wenn die Entfernung der Mittelpunkte größer ist als die Differenz und kleiner ist als die Summe ihrer Radien.

Es gibt zwei Methoden der Schnittkreisberechnung:

1) Strecke durch die Mittelpunkte

2) Differenz der Koordinatengleichungen der Kugeln ist die Ebene, in der der Schnittkreis liegt

Zu Methode 1:

Aufstellen zweier Gleichungen: x^2 + r'^2 = r2^2
(d - x)^2 + r'^2 = r1^2 



d ist der Abstand der Kreismittelpunkte und x die Strecke M2 M'



r' und M' sind Radius und Mittelpunkt des Schnittkreises 

M' erhält man, wenn man den Vektor M1 - M2 mit der Länge x an M2 anhängt.

Zu Methode 2:

Wenn man sich durch Subtraktion die Koordinatengleichung der Ebene, in der der Schnittkreis liegt, ausgerechnet hat, muss man die unter "3) Kugel und Ebenen" angewandte Methode zur Schnittkreisberechnung anwenden. 

6) Kreis und Kugel in Parameterdarstellung

Kreis in Parameterdarstellung:

x = r*cos()

y = r*sin()

d.h. für den Vektor r gilt: r:=[x,y]
r:=[r*cos(),r*sin()]

Kontrolle: für einen Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung gilt: x^2 + y^2 = r^2

x^2 + y^2 = r^2*cos()^2+r^2*sin()^2 = r^2*(cos()^2 + sin()^2) = r^2

Schaubild in Maple:

> r:=4;

> plot([r*cos(phi),r*sin(phi),phi=-0..2*Pi],scaling=constrained);

Fuer  nimmt man gerne:  = 2**t

> phi:=2*Pi*t;

> plot([r*cos(phi),r*sin(phi),t=0..1],scaling=constrained);

Kreis mit Mittelpunkt M(x0/y0)

       /x0\    /r*cos()\

r =  \y0/ + \r*sin() /

Beispiel: M(2/3)

> M:=[2,3];

> plot([M[1]+r*cos(phi),M[2]+r*sin(phi),t=0..1],scaling=constrained);

Zielscheibe:

> r:='r';

> plot({seq([r*cos(phi)+2,r*sin(phi)+3,t=0..1],r=0..10)},scaling=constrained);

Kugel in Parameterdarstellung:

r' = r*cos()

x = r'*cos() = r*cos()*cos()           / r*cos()*cos()\

 = Azimuth(Länge)

y = r'*sin() = r*cos()*sin()      r = | r*cos()*sin()  |

 = Polarwinkel(Breite)

z = r*sin()                                           \       r*sin()       /

Schaubild (dauert a bissle): 

> plot3d([r*cos(theta)*cos(phi),r*cos(theta)*sin(phi),r*sin(theta)],phi=0..2*Pi,theta=0..2*Pi,grid=[20,20],scaling=constrained,axes=normal,orientation=[30,60]);

Kugel mit Mittelpunkt M(x0,y0,z0):

> M:=[2,3,4];

> plot3d([M[1]+r*cos(theta)*cos(phi),M[2]+r*cos(theta)*sin(phi),M[3]+r*sin(theta)],phi=0..2*Pi,theta=0..2*Pi,grid=[20,20],scaling=constrained,axes=normal,orientation=[30,60]);

R) Kleine Einführung in geom3d

1) Definition von Objekten

a) Punkt

> restart; with(geom3d):

Ein Punkt P(Px, Py, Pz ) wird wie folgt definiert:


point(P, Px, Py, Pz )


point(P, [Px, Py, Pz ])

> point(A,1,2,3);

                                  A

Die geometrische Form des Objektes:

> form(A);

                               point3d

Die Koordinaten des Punktes:

> coordinates(A);

                              [1, 2, 3]

Die x-Koordinate:

> xcoord(A);

                                  1

Die y-Koordinate:

> ycoord(A);

                                  2

Die z-Koordinate:

> zcoord(A);

                                  3

Detaillierte Ausgabe des Punktes:

> detail(A);

   name of the object: A

   form of the object: point3d

   coordinates of the point: [1, 2, 3]

Zeichnung des Punktes:

> draw(A,axes=normal,orientation=[20,70]);

 Achtung: durch die Namensgebung ist die Variable belegt und man kann den Punkt jederzeit aufrufen, oder überschreiben

b) Gerade

Definition einer Geraden g durch:


line(g, [A, B] )                 zwei Punkte A und B


line(g, [A, v] )                 einen Aufpunkt und einen Richtungsvektor


line(g, [A, dseg] )            einen Punkt und ein gerichtetes Segment


line(g, [A, p1] )                einen Punkt und eine Ebene


line(g, [p1, p2] )              durch zwei Ebenen


line(g, [a1+b1*t, a2+b2*t, a3+b3*t ], t )      die Geradengleichung in Parameterform

Weiterer Punkt:

> point(B,-1,-3,2);

                                  B

Definiton der Geraden durch zwei Punkte (gibt man noch den unabhängigen Parameter an so bleibt einem das "assume that the name of the parameter in the parametric equations is _t" erspart): 

> line(g,[A,B],t);

                                  g

> detail(g);

   name of the object: g

   form of the object: line3d

   assume that the name of the axis are _x, _y, and _z

   equation of the line: [_x = 1-2*t, _y = 2-5*t, _z = 3-t]

Aufruf der Parameterform der Gerade:

> Equation(g);

                      [1 - 2 t, 2 - 5 t, 3 - t]

Gerade definiert durch einen Punkt und einen Richtungsvektor:

> line(g1,[A,[-2,-4,2]],t);

                                  g1

> detail(g1);

   name of the object: g1

   form of the object: line3d

   assume that the name of the axis are _x, _y, and _z

   equation of the line: [_x = 1-2*t, _y = 2-4*t, _z = 3+2*t]

Definition der Geraden durch die  Parameterform:

> line(g2,[1-2*t,2-4*t,3+2*t],t);

                                  g2

> detail(g2);

   name of the object: g2

   form of the object: line3d

   assume that the name of the axis are _x, _y, and _z

   equation of the line: [_x = 1-2*t, _y = 2-4*t, _z = 3+2*t]

Definiton der Geraden durch zwei Ebenen:

> plane(p1,4*x+4*y-5*z=12,[x,y,z]):

> plane(p2,8*x+12*y-13*z=32,[x,y,z]):

> line(g3,[p1,p2]);

                                  g3

> Equation(g3,'t');

                      [1 + 8 t, 2 + 12 t, 16 t]

Zeichnung der Geraden:

> draw([g(color=blue),g1(color=red),g3(color=yellow)],axes=normal,view=[-2..4,-2..8,-1..6],orientation=[20,60]);

Die Farbe wird in Klammern hinter die entsprechende Gerade geschrieben und beide Variablennamen der Geraden in Listenklammern, ansonsten gelten viele der bekannten Plot-Optionen; der Bereich hingegen muss mit "view" eingeschränkt werden. 

c) Ebene

Definition der Ebene durch:


plane(p, [A, v] )    einen Punkt und einen Richtungsvektor (der Normalenvektor)


plane(p, [A, dseg1] )    einen Punkt und ein gerichtetes Segment


plane(p, [dseg1, dseg2] )    zwei gerichtete Segmente


plane(p, [l1, l2] )    zwei Geraden


plane(p, [A, B, C] )    drei Punkte


plane(p, [A, l1, l2] )    einen Punkt und zwei Geraden*


plane(p, eqn, n)    z.B. die Koordinatengleichung und die Angabe der Achsen

* die Ebene ist dann parallel zu den Geraden und geht durch den Punkt A

Definition der Ebene durch drei Punkte:

Ein weiterer Punkt:

> point(C,-3,5,-7);

                                  C

> plane(E1,[A,B,C]);

                                  E1

> detail(E1);

   name of the object: E1

   form of the object: plane3d

   assume that the name of the axis are _x, _y and _z

   equation of the plane: 57+53*_x-16*_y-26*_z = 0

Durch die Angabe der Achsen kann man die Ausgabe "assume that the name of the axis are _x, _y and _z" umgehen.

> plane(E1,[A,B,C],[x,y,z]);

                                  E1

> detail(E1);

   name of the object: E1

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: 57+53*x-16*y-26*z = 0

Ebenendefinition durch zwei Geraden:

> plane(E2,[g,g2],[x,y,z]);

                                  E2

Man kann sich auch nur die Koordinatenform ausgeben lassen:

> Equation(E2,[x,y,z]);

                       8 - 14 x + 6 y - 2 z = 0

Ebenendefiniton durch die Koordinatenform:

> plane(E3,x+y+z=4,[x,y,z]);

                                  E3

> detail(E3);

   name of the object: E3

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: x+y+z-4 = 0

Definition der Ebene durch einen Normalenvektor und einen Punkt:

> plane(E4,[point(D,2,2,0),[2,2,4]],[x,y,z]);

                                  E4

> Equation(E4);

                       -8 + 2 x + 2 y + 4 z = 0

Man kann auch nach dem Normalenvektor einer Ebene fragen:

> NormalVector(E4);

                              [2, 2, 4]

Schaubild zweier Ebenen:

> draw([E1(color=red),E4(color=blue)],axes=normal,orientation=[20,70]);

d) Kugel
Befehlssyntax: 


sphere(K, [A, B, C, D], n, 'centername'=m )  vier Punkte


sphere(K, [A, B], n, 'centername'=m )           zwei Punkte


sphere(K, [A, rad], n, 'centername'=m )         Mittelpunkt und Radius


sphere(K, [A, p], n, 'centername'=m )            Punkt und Tangentialebene


sphere(K, eqn, n, 'centername'=m )                Kugelgleichung in z.B. Koordinatenform

K ist der Name der Kugel und mit 'centername'=m kann man noch den Namen des Mittelpunktes angeben und mit [x,y,z] an die Stelle von „n“ die Namen der Koordinatenachsen.

Beispiele:

Kugeldefinition:

> restart; with(geom3d):

> sphere(K,[point(M,1,1,1),6],[x,y,z]):

Form des Objekts:

> form(K);

                               sphere3d

Mittelpunkt der Kugel:

> center(K);

                                  M

Radius der Kugel:

> radius(K);

                                  6

Fläche:

> area(K);

                                144 Pi

Volumen:

> volume(K);

                                288 Pi

Gleichung der Kugel in Koordinatenform:

> Equation(K);

                2    2    2

               x  + y  + z  - 33 - 2 x - 2 y - 2 z = 0

Mit "xname(K)", "yname(K)" und "zname(K)" kann man den Namen der x-, y- und z-Achse ausgeben lassen:

> xname(K);

                                  x

Und natürlich alle wichtigen Informationen mit "detail(K)":

> detail(K);

   name of the object: K

   form of the object: sphere3d

   name of the center: M

   coordinates of the center: [1, 1, 1]

   radius of the sphere: 6

   surface area of the sphere: 144*Pi

   volume of the sphere: 288*Pi

   equation of the sphere: x^2+y^2+z^2-33-2*x-2*y-2*z = 0

Wichtige Kugeloperationen

Schnitt zweier Kugeln:

> sphere(K1,[point(M1,0,0,0),4],[x,y,z]);

                                  K1

> sphere(K2,[point(M2,3,0,0),3],[x,y,z]);

                                  K2

> intersection(SK,K1,K2);

                                  SK

> detail(SK);

   name of the object: SK

   form of the object: circle3d

   name of the center: center_SK_1

   coordinates of the center: [8/3, 0, 0]

   radius of the center: 4/3*5^(1/2)

   the circle lies on the plane p

   name of the object: p

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: -16+6*x = 0

Schnitt von Gerade und Kugel:

> line(g,[M1,M2],t);

                                  g

> intersection(S,K1,g);

geom3d/areinterls:   "two points of intersection"

                                  S

Koordinaten der beiden Punkte:

> coordinates(S[1]);

                              [4, 0, 0]

> coordinates(S[2]);

                              [-4, 0, 0]

> draw({g,K1,K2},axes=normal):

Schnitt von Ebene und Kugel:

> plane(E,x+y+z=4,[x,y,z]);

                                  E

Schnittkreis:

> circle(SK,[E,K1]);

                                  SK

> detail(SK);

   name of the object: SK

   form of the object: circle3d

   name of the center: center_SK_2

   coordinates of the center: [4/3, 4/3, 4/3]

   radius of the center: 4/3*6^(1/2)

   the circle lies on the plane E

   name of the object: E

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: x+y+z-4 = 0

> draw({E,K1},axes=normal):

Tangentialebene an einen Kugelpunkt:

Befehlssyntax:

TangentPlane(Et,B,K);        (Tangentialebenenname, Berührpunkt, Kugel)

> point(B,0,4,0);

                                  B

> TangentPlane(Et,B,K1);

                                  Et

> Equation(Et,[x,y,z]);

                             16 - 4 y = 0

Vorsicht mit dem Equation Befehl: sind die Namen der Achsen in der Definiton angegeben, so braucht man sie beim Aufruf nicht noch einmal anzugeben; hat man sie dagegen noch nicht angegeben, so muss man sie beim Aufruf in eckige Klammern angeben, da man sonst mit einigen Fehlermeldungen bombardiert wird. 

> IsTangent(Et,K1);

        true

Mit „IsTangent(E,K)“ (Ebene, Kugel) kann man fragen, ob eine Ebene die Tangentialebenen einer Kugel ist. 

Abstand eines Punktes von einer Kugel:

> point(P,6,0,0);

                                  P

> distance(P,M1);

                                  6

Mit geom3d kann man sich nur den Abstand eines Punktes zum Mittelpunkt der Kugel ausrechnen und dann anschließend mit dem Radius vergleichen.

Polarebene eines Punktes P zu einer Kugel:

Befehlssyntax:

polar(Ep,P,K)

(Polarebenenname, Pol, Kugel)

> polar(Ep,P,K1);

                                  Ep

> detail(Ep);

   name of the object: Ep

   form of the object: plane3d

   equation of the plane: -16+6*x = 0

> draw({K1,P,Ep},axes=normal):

Pol einer Kugel und Polarebene:

Befehlssyntax:

pole(P,Ep,K)

(Polname, Polarebene, Kugel)

> pole(Pol,Ep,K1);

                                 Pol

> detail(Pol);

   name of the object: Pol

   form of the object: point3d

   coordinates of the point: [6, 0, 0]

2) Operationen

a) Abstand zweier Objekte

Befehlssyntax:


distance(A, B)       Abstand zweier Punkte


distance(l1, l2)      Abstand zweier Geraden


distance(p1, p2)    Abstand zweier Ebenen


distance(A, l1)      Abstand Punkt - Gerade


distance(A, p1)     Abstand Punkt - Ebene


distance(l1, p1)    Abstand Gerade - Ebene 

Beispiele

Abstand zweier Punkte:

> distance(A,B);

                               sqrt(30)

Abstand zweier Geraden:

> distance(g,g3);

                            12

                            --- sqrt(341)

                            341

b) Schnittpunkt und Schnittgerade

Befehlssyntax:

intersection(S,l1,l2)            zweier Geraden

intersection(S,p1,p2)          zweier Ebenen

intersection(S,s1,s2)           zweier Kugeln

intersection(S,l1,p1)           Ebene - Kugel

intersection(S,l1,s1)           Gerade - Kugel

intersection(S,p1,p2,p3)    dreier Ebenen

S ist der Name des Schnittpunktes oder der Schnittgeraden

Beispiele:

Schnittpunkt zweier Geraden:

> intersection(S,g,g2);

                                  S

> coordinates(S);

                              [1, 2, 3]

Schnittgerade zweier Ebenen:

> intersection(Sg,E1,E4);

                                  Sg

> detail(Sg);

   name of the object: Sg

   form of the object: line3d

   assume that the name of the parameter in the parametric equations is _t 

   equation of the line: [x = 7/69-12*_t, y = 269/69-264*_t, z =138*_t]

> Equation(Sg,t);

                                269

                  [7/69 - 12 t, --- - 264 t, 138 t]

                                69

c) Winkel zwischen Geraden und Ebenen

Befehlssyntax: Winkel zwischen


FindAngle(l1, l2 )        zwei Geraden


FindAngle(p1, p2 )      zwei Ebenen


FindAngle(s1, s2 )      zwei Kugeln


FindAngle(l1, p1 )      zwischen einer Geraden und einer Ebene


FindAngle(A, T )        zwischen einem Punkt und einem Dreieck

Beispiele:

Winkel zwischen zwei Geraden:

> FindAngle(g,g2);

                           11

                    arccos(--- sqrt(30) sqrt(24))

                           360

> evalf(%);

                             .6095746866

Da das Ergebnis in Bogenmaß ausgegeben wird müssen wir est erst noch umrechnen:

> evalf(FindAngle(g,g2)*180/Pi);

                             34.92605684

Winkel zwischen Gerade und Ebene:

> evalf(FindAngle(g,E4)*180/Pi);

                             -42.13041476

d) Weitere Operationen

Mit "AreParallel" kann man fragen, ob zwei Geraden oder Ebenen parallel sind.

 Syntax:


AreParallel(dseg1, dseg2, cond)    zwei gerichtete Segmente


AreParallel(l1, l2, cond)                 zwei Geraden 


AreParallel(l1, p1, cond)                eine Gerade und eine Ebene


AreParallel(p1, p2, cond)               zwei Ebenen

Beispiel:

Zu der Gerade g konstruieren wir eine zu ihr parallele Gerade:

> Equation(g,t);

                      [1 - 2 t, 2 - 5 t, 3 - t]

 Wir nehmen einen anderen Aufpunkt und den gleichen Richtungsvektor:

> line(g4,[B,[2,5,1]]);

                                  g4

> AreParallel(g,g4);

                                 true

 Maple sagt, dass sie parallel sind; zeichnen wir das doch mal:

> draw([g,g4],axes=normal,orientation=[30,80]);

 Egal, wie man das Schaubild dreht und wendet, es ist nur eine Gerade zu sehen. Sind sie vielleicht identisch?

> AreCoplanar(g,g4);

                                 true

Frage nach coplanaren Geraden und Ebenen mit "AreCoplanar":

Befehlssyntax:


AreCoplanar(A, B, C, D )     vier Punkte


AreCoplanar(l1, l2 )              zwei Geraden

> AreCoplanar(g1,g2);

                                 true

Frage mit "ArePerpendicular", ob Geraden oder Ebenen orthogonal sind:

Befehlssyntax:


ArePerpendicular(dseg1, dseg2, cond)    zwei gerichtete Segmente


ArePerpendicular(l1, l2, cond)                 zwei Geraden


ArePerpendicular(l1, p1, cond)                eine Gerade und eine Ebene


ArePerpendicular(p1, p2, cond)               zwei Ebenen


ArePerpendicular(s1, s2, cond)                zwei Kugeln

Beispiel:

> ArePerpendicular(line(l1,[2*t,0,0],t),line(l2,[0,2*t,0],t));

                                 true

> ArePerpendicular(E1,E4);

                                false

Berechnung des Mittelpunktes einer Strecke oder zweier Punkte mit „midpoint“:

Befehlssyntax:

midpoint(C, A, B )

midpoint(C, seg )

C ist der Name des Mittelpunktes, A und B sind zwei Punkte und seg ein gerichtetes Segment. 

Spiegelung an einem Punkt, einer Geraden oder eine Ebene mit „reflection“:

Befehlssyntax:

reflection(Q, P, c )

Q ist der Name des bei der Spiegelung neu entstehenden Objekts und P ist das an c (Punkt, Gerade oder Ebene) zu spiegelnde Objekt. 

Frage mit „IsOnObject“, ob sich ein Objekt auf einem weiteren befindet:

Befehlssyntax:

IsOnObject(f, obj)

f ist ein Punkt oder eine Liste oder Menge von Punkten und obj das Objekt, auf dem sie sich befinden sollen/können

Vorläufiges ENDE
